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VOR \V 0 R rr. 
Mit (1('1l1 gegl'lmiiJ'tige11 dJ'ittl'l1 Ifdtclll='l1 kommt ller Leit-
fallen ZllJ' Yorlesllng iilll'r Diffel'Plltial- und Integralreelmung ZUlll 
.\ hsddllSS. !ler hier in sl'inen (;rulHlziigen entwir;kelte Stoff ent-
spricht (leI' Yorll'SllIlg, wl'khp an (ler hiesigen Hochschule illl 
drittell ~tlldil'IIS(,Il11~st('r dpn StlHlirell(lell tles Ingenieurhauwesens 
lllHI (l('s :\Imwhinpnhau('s llargphoten win1. 
I· ('hrigpns il,it es mir lIicht jellesmal gelungen, die YOl"lesung 
ill llelll hier skizzirten 1 :mfnnge vollstiinclig zu erschöpfen; rlenn 
(lie Besprechung (ler Beispiele (welche !ler Leitfarlen nicht gieht) 
prfonlert hei (lieser Yorlesung den grösseren Theil rler Zeit. So 
wolle man die Darstellung in ihrem letzten '1'heile 11lll' mehr n],,; 
die obere Grenze rlessen ansehen, was in der genannten Yorlel'llllg 
hierselbst entwickelt wird. 
Es wirrl hoffl'ntliclt keinerlei Bellenken errpgl'll, I\"('nu icl! 
midI in (lipsl'r 'Yl'isl' hei (leI" Abgrenzung (ler YorlPsnllg je 11:1Ch 
l·mstiiJl(lpn einrichte. Kiinnen (loch oll1lllhin l1ip llmthelll:ltisclll'1l 
\·orll'Sll11gen all (len fIochselllllen hei der ihnen znr Y ('rfiigllllg 
stl'll(,1l<lcn Zeit nicht jPd('n Fall (lee spiikl"l'n Am\"(']](lnugpn \"OJ'-
lw]"('itplL Es ist j:l annh wohl flaR :lnel'lmlllltp Ziel (lipsPI" Yor-
!('Sllllgen, (la~s sie (lplIl ~tn(liren(len im:oweit Sehnlung im Ill:lthl'-
lII:1tischl'll Denken 111l<1 Fiihigkl'it im Op('rirl'lI yp1"1nittpln, d:l";" 
(lpr~pllJe :tnch solchpn sl'iiter an ihn hpralltretcndpll tlll'Ol'dischl'n 
Fragen gewachsell ü,t, lI·elche sieh nicht 1l1l1llittp!lmr ('in('1" ('in-
g'plprntpll Hege! llntp!"I)]'(lnl'll. 
l:r:11111 sc,]I\\pig, im Odoher 18!l7. 
Robel't Fl'ic]{('. 
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(; ewiilmlkhc j)ij1'crcutialg'll'i(' hnug'cll ('l'stel' 
o I'cl111 111 g' mit 1:wel Yal'iahcl(·l1. 
1. Definition und Gestalt der gewöhnlichen Differential-
gleichungen erster Ordnung. 
Die nächsten I3ehnchtungen beziohe11 sich auf eine' reelle unab-
hiingige Yariabe1e :1' und eine reelle Function ;I/ von Y. 
D I)'fc' 1 . t d I/ h 11 f 1 er erste I tcrenha quohen. '-- von // nat' .I' so ö ters a)-dJ' ' 
gekürzt .'I' geschrieben werden, und entsprechend bezeichnen wir später-
hin elie höheren DifferentialrFlOtienten durch ,1/", ,1/"' .... 
Erklii.rung: Ei/li' l;7eicltwl(/ ((}J/ der (;r;$lall: 
(l) F (I, !/, ?I') == 0, 
in lee/cllCf neben .r IIml i/ II/{ell no('1! rlcr DUl'I'/'clilia7Ijuolil'lI! I'IAer 
()nlll/t11{l ;1/ 'L'lIr/;oillillf. I/I'issl eillc Di!1'crcJlli(/7,1/7ciellUllf/ rr,.;lcr Oi'lIJlIIiIf/ 
mit cil/cr 1I1Wl!lliill!lil/CII will eil/er aliliiiJlf/irJ!'iI 1-lIri(/{)('71'1/. 
Man spricht auch von einer " (jI'/I'ii7tJ1 7 ielil'JI" nitlerP11tialgleielnlllg 
i III (+egensatze zu ,.1111 rf ie771'1I:: llilTel'C'ntin 19lpiclwng'cll, weIcht' "ich :111 \' 
lIIl,hr"re unabhii11gige Ynriaheicli bCllielH'lI. 
Als Beispiel einer DilIerenhalg1l'icllllllg' (1) geltl': 
Ii,l/ (:3 )'~ - 7,/f") L7 :t' + 121'.1/ = O. (/:1' 
Löst lIlan die Gleicll1111g (1) 11[\ch ?/ 
;Z/I'Citl' Gesblt :1Il: 
(2) 
r! .// 
au\'. so nimmt 01(' die 
d.l' 
wo dip rechte ;.ieite llur 1Ioch :1' und y, aber nicht mehr i/ l'llthiilt. 
:\f:1l1 multiplicire C'lldlich die Gleichung (2) lllit 'lf V, //) d.r, 'HI 
<[1' (:i', y) eine ]Jeliehig(' Function Yon )' und J/ ist, und man sd;.ll' lIur 
AIJkürzung: 
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:2 xv. (iewlihnlic11e Differe1ltialgleichungell enter Ortlnung .. 
Man gewinnt alsdann aus (2) als dritte Gestalt der Differenti1ll-
gleichung: 
(Cl) . ([J (x, y) dx + '11' (x, y) d y = o. 
Hierbei merke man an, dass in (3) die x und y allein cntl/[/ltclUlen 
}'wlctio,lCn ([J (x, y) und tp' (x, y) nur 1J1/'oweit bestimmt sill!l, dass iItr 
Quotient ([J: tp' mit - Cl (x, y) identisch 1st. 
2. Aufgabe der Theorie der Differentialgleichungen. 
Erklärung: Die DUJerential,1]7cichang F (x, y, y') = {j auj/äsen 
heisst eine .solche Jiunctioll Y = f (r) von x angeben, (lass die GleicluUl.rJ: 
(1) . P [r,f(x),f' (x)] = 0 
(i1r jeden vYerth l'on x richti!! ist und also in .1' cillG ,. idcllfisclu:" 
Gleichull.rJ darstellt. 
Eine solche Function y = f (x) heisst eine .,Il1fcrl}'(tI/Uildio/l;; oder 
kurz ein "Integral" der gegebenen DifIerentü:tlgleichung. Ist die llltegral-
function implicite durch eine Gleichung: 
(2) .lJ (x, y) = 0 
g'egeben, so heisst letztere eine " In tegral.rJlcic71U nrt; der vorgelegten 
l)i ITerent.iaJgleiclmng. 
;;;0 gehört z. B. zur Dil'tcrentialgleichung: 
li/I (1 - er") -' + ?J = 0 
r7x 
.,. \;/~ :11" Olll Into!.!'r:d dlt, j'llllct!on 11 :- ---- • 
. ~ '.1' I 1 
Erklilrllug': lJil' AI(/!Ial!l; der 'l'I/(:l)l'ie deI' DUf'erelllia7r/7r:ir-!//IJI!/iJl1 
F (f, /1· /I') ~ () i.'it, die Lii,~/I1/(1 dCI':ic7iJcil :Z'll lei,..;tcJI, r/, i. ,,:n lIJ/tl'/·.'illl'l/l')I, 
111) fiil' eil/8 /'1//,.111'/('1111: JJurcrcn!ia/fI7cidtl.liI.rJ ii/JI:rlwupf ein 1i1tcill'I/l exi3tirt, 
sOlcie, ,tilll . ..; C.'i rlITC/I mehrere i!ield, diesc7bcninof/csammf OII.S'I[(lcbciI. 
3. Gradeintheilung der Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 
E~ geHe jetzt dip specielle Annahme, (lass F V, y, JI') in .If und y' 
(aber llicltt llothwcndig in ,1') r:tt.ion:tl und gan", sei. Ein Beispiel für 
Dij'[crelltialgll'ichungen dieser Art gebe: 
(1) il :1' ,Ir' + 7 iI y'2 .,in.T - 26 ?! + il = O. 
Die ;';:ummc der Exponenten von ?J und ?J' im einzelnen Gliede VOll 
F (.1', !I· !/) liefere (kn Grad dieses Gliedes. 
Erklii rUlIg: JI({JI spricht im L'Ol'licge)/(Zen Falle/'oll eiller 
f)!tJ'crclllilt!f7/ cie!tUII,I/ erster ()rdilul1,1l mim Gmdes, falls in P (x, y, Z/) 
ein Glied m''''' (;mdcs, jedoch keines I'on Itiihcrc»/ Grade l'orJ;l)}l/mt. 
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xv. Gewlilmliche Differentütlgleicll\lngen erster Or<1n1ln::;. ., ;) 
Die Differelltialgleichung (1) ist hiernach eine solche dritten Graul's. 
Eine Differentialglf'ichung ersten Grades heisst auch einf' ,,7iocol"l''' 
Differentialgleichung. 
Sind alle Glieder einer DifferentialgleicllUng von gleichem Grafle, 
so heisst dieselbe "lw1i1ogcn ,;. 
4. Einführung einer geometrischen Deutung. 
Die Variabelen :t: und ;/1 mögell als rechtwinklige Coordinnten in 
der Ebene gedeutet wpruen. Es soll dann von der "fTJI/[ICUUJI[!,' eines 
}'unktes der Co ordinaten x, .11 im Sinne von XIII, 1 und von einem in der 
Ebene eingegrenzten "Bcrcichc'; wie in IX, 3 gesprochen werden. 
Eine vorgdegtc Differentialgleichung denke man auf die zweite 
Form: 
(1) d 1/ . {. = (j (x, ,I) (.X 
gl'braeht. Man (lenke einen Bereich B in der Ebene eingegrenzt, 
innerhalb dessen die FUllction U (x, 71) eindeutig und stetig ist. Ist 
diese Function zunächst etwa mehrdeutig, so "ird hiernach angenommen, 
dass für den einzelnen Punkt von B unter den verschiedenen zu-
gehörigen \Verthen der Functioll ein hestimmter aul'gcgril1(>ll und zu-
nächst allein mit U (:t, /I) bezeielmd sei. 
Für die so priicisirte(lilTeI'on1ialglciclnlllg sei "ilJ() (Ilt'~gral-
gleiehung: 
(:2) (I (:1', .11) =- 0 
bekannt. Di"selhe stellt g'üolllütriseh "iup ill (1('1' El"'lll' .!..!('\P!iell I' Cu!'YP 
dar: wir bezeichlleu die le1ztert' nb pille ,,1111/'(11'1171'/(1'1'1'" ,kr llilTen'ntinl-
gleichung (1). 
Sei nun aul' eillem etw~t im Jlereicht, ]1 vprlaul'cndpll Stücke uer 
lntegralcurve (2) ein beliebiger Punkt L' dvr C"ünlin,!tcll.t'o, il" markir!. 
llie Ahleitullg der durch (~) implicitl' dcfinirten FUlldioll /1 ll<lch,' 
werde für das Argument .1'0 durch /" be;l,cicllllet 11])(1 ]ll'rCdllld sich 
nach XII, 3 111 <leI' Gestalt: 
(in 1 // " 
t/ (.rn, ,l/n) 
[/!/ (.tu, /1(1) 
1)a llaeh Ei1lsetzung ([pr IntegraHullctioll /1 nud ihrer Ableitullg // 
in (1) diese Gleichung fiir .icdp~ X richtig ist, so stillllllt. <In in (.')) hl'-
I','ebnete ,Verth .1/" mit I) (.1'" . .1111) übprcilJ, 
Hpi der hekannt"II, .lurch ,1i(' nleidlUllg ~/I - 1 I1 (h au.'!..!'("]ll'oclll'l1l'11 
'- d.I· . . 
geollletrischell Dedputullg fler A hlcii ung .t/ (Vl'rgJ. Il, ~) cn1,pringt 
hipraus (unkr FOl'tlassnng der ]udi,"'s hei '/'11' ,I},,) l'olgl'lldl'l' 
[,,,hrsatz: Die Fo/'/sc/m·itul/rJsl"i('ldwu/ der ]1I!1'!/rulclI/'l'c (2) in 
1 * 
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4 Xy, Gewöhnliche Differentialgleicl1lll1gell erster UI'I111UllQ, 
ir[/cnd einem ihrC/' Pun7dc x, ?I ist a1lf Grund der G7eic7um:l: 
tg CI, = G ()O, ,11) 
durc71 die Dift'ercnfial,gleicllwig (1) sellist gcrlCUC)I, 
Dieser Satz spricht die geometrische Bedentnn,Q df'r {)ifff'l'ellti~d­
gleichung (1) aus, 
5. Construction einer Integralcurve aus Curvenelementen. 
Der zuletzt aufgestellte Lehrsatz ist der C m kehnlllg Li hi,,Q' : 
Lehrsatz: l:Veiss mein /'0// ein!;r r!nrdl .1/ (:c, ?I) == 11 ,lli'!II'/"'Jli'JI 
CUl't'C, dass in jedcm ihre!' PUJ1!dc x, y die }i'/{}u'fioJI I!I CI, des Rilofl! /lI/,il'';-
winkels CI, mit (; (x, y) 'iiucrcinstin/J)/t, S/I ist jeJ1!' CW'I'i' ci/ll' !nlellm/f/IO" 
Iier D!ff'ercnfialrI7eic!lIiny crster ()n!mW!I: 
rl!f , ' (1) ~/ = (, (.I, /1), 
t X 
In der That ist ja die Gleichung (1) durch die vermöge !I CI, /1) c=C' (I 
definirte Function // für jedes x erfüllt. 
Hieraus entspringt bei vorgegebener Differenti,llgleichung (1) dil' 
l\Iöglichkeit der ,,()Ollst)'/(ction ciner Integmlclll'u, durch Allc/llmu/el'-
rcihwig 1'011 Cun'ci/elementen", 
TI m G (.1', y) als eindeutig und stf'tig vorausseb:en zu dürfen, 
schränken wir die Betrachtung wieder auf den oben gedachten Bereich JJ 
ein und wühlen in letzterem einen be-
liebigen Ausgangspullkt Pli del' Coorc1i-
llaten XII, :UII' VOll Po aus 7.idw lllan in 
(lel' durch t!! (Xo = (; i/ ll ) all,Q'ezc'igh'll 
Bichtung ein Curvf'ndelllpnt d s" lllit <lelll 
i'~ndpl1nkte PI der Cool'rliuaten )'1 =- ,I'" 
-1- d,r, .'11 == :11" -I Illl, Elltspn:chellCl 
zeichne man VOll 1') aus (>in zweite~ Elp-
mOllt cl"l in der durch t!1 (Xl = (; V"], il I) 
c1llgegebenen Richhlllg und fahre ill 
gleicher \V f'iso fort, l\lall gewinnt. so, wie Fig. 1 versilllllichen nwg, 
('me Curve, in der man n<1 eh dem sochen ausgesprocheneIl Lphrsatz(' 
eine Integralclll'Ye der Differentialgleichung Cl) erkennt, 
6. Die Schaar der Integralcurven einer Differentialgleichung. 
J)a (leI' AUSgrlllgSpUll kt. Po der ehen durchgel'ührtell COllstruct im' 
illllcrJHllb B willkürlich wiihlbar war, so gewülllt man in dl'r hezeidl-
neten Art nicht nur eine, sondern UJ/c)ul/ich 61'/1' ]iltegm/C/( neil ('i)/I'I' 
'/Im{ dCI'"cllJciI liltCql'lllrl/cidI11J1[f: 
(1) , dV 
rlx G (x, ,1/), 
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X\". Gewöhnliche Ditferentialgleidlllngen erster Or<lnl111g. 'J 
WIe dies durch die in Fig. 2 nusgeführte Skizze nüher tlngedeutl't 
sem mag. 
Es geht sogar, da U (:1', ,1/) innerhalb B als 
g'(,setzt wurde, durch jeden Punkt dieses Bereiches 
VOll (1) hindurch, so dass B schlicht von 
lntegralcurven bedeckt erscheint. 
Hiermit haben wir ~\ llsehluss gewonnen 
an die in XIV, G gegdll'ncn Entwickelungen 
übel' "Cun;c}l.'cl/(/uren". welche wir (lanutls 
dnrch Gleichungell der Forlll f (x, ,11, I)~ ~ 0 
d:lrstellten, unter li einen" j'((/'II Jl)ctcr " ver-
st:wden. 
In der That gilt folgender 
L eh 1'8 atz: Fi;r Jede DUlc/'ellti((7.r/7cic/m 11.1] 
(I) exi.,tirt eine t'er}))iigc eine!' U7ciclmll,ll: 
(2) . [/ (x, !I, C) = 0 
i 
! 
I 
-+ 
eindeutig vor:lUs-
eine Illtegralcun'e 
:Fig. 2. 
=====~ -------~ 
--------._~ 
~-~~ 
~"--~~-=----=: 
~ 
dar;:;tellv((j'c 8clw((/' I'on Intcgr((7cw'c'cn, n'o (' eine ,,'lCi771.:{;rliell.:/{/{:iildeJ/ile 
Con:;ta1lte" i, .. ;t Ue2''IC, den "Parameter" der Cun'ell,'cha((r licfert, 
Dass die oben construirte Scham' der Integl'alcurven dnrch eill!' 
Gleichung (2) darstellbar ist, kann mall vermöge analytischer Ent-
wickelungen zeigeu, bei denen die Integl':llfunction ,11 in pint' l\1ae-
Lanrin'sche Reihe entwickelt wird. D:I illdessen die zugehörigl' COll-
vergellzhetrachtung umstiindlich ist. so wird diese Rel'llllUllg hiel' nicht 
ausgeführt. 
L<:benli('s gilt der ohige Lehl'sat" nicht IIU)' für (lcn Bpl'('ich R. 
sondprn allg(,mein. Dahei el'hält Illall als weikl'!'s Ergelmiss, da.'.' "W'I"I 
"ru Ciil,:c7ncil Punkt x, .11 imme!' JJI Intr:,l/m7cll!'/'CII 11 iilrlll I'CI!1I{/I! 1;11 , fall" 
in de!' {'J)/,l/cvnil,ll die"c,' PIIJ/kte" U (,I', .11) eil/e III-dclllillC Hlildioll i,,'I, 
1 loch erfordert die erschöpfende Beh:ll\!llnng dies!'l' ~äb,' weitl'l'g"lH'lId(' 
functionentheoretische Entwickelungen, für welche hier nicht (ir'l' 
()rt ist. 
Leicht beweisbar ist die Umkphnlllg: 
Lehrsatz: 1,1 il'rlCm! eil/e ('urccl/"clw((!' ('el'lIIiiilC eil/CI' r;lcic/,I(lul (,:!) 
!N[/cIJel/. ,il) ,qic/Jt c" "tcf" eil/e DUjITCllfi((7rl1cie!twl,'/; 
inr lue7ehe jeJle SeIllIllI' die Ii/tei/l'll7cIII'I'CI! liq/pl'l, 
Berechnet mall nämlich t'ül' bdil'big. a1)('1' fest gewühlt,·g (', l1. i, 
11.'1 
, so dient 
-;G, für il'gend eine Clll'Ve deI' ~l'ha;l1' dClI \V('l'th von l/ 
nach XlI, ~\ hienu di() Gleichnng: 
rl I1 d,ll 11 II 
-'-+ d.l' !I,II ".I' (+) , (), 
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6 XV. Gewölmliche Dif'ferentiah;'leicltllllC!'I'll (·r,rer Ur(lllUll~'. 
Eliminirt man C aus den Gleichungen (:2) und (40), "u ergielJt sich 
eine zwischen x, ?J und d,)J bestehende Helation (3). welche für jedle' ( x 
Curve der Schaar und zwar für ,jeden ihrer Punkte erflillt ist. 
7. Das allgemeine Integral und die particulären Integrale 
einer Differentialgleichung. 
Die Gleichung: 
(1) rJ (x, i/, (') == 0 
lieferte für jeden "\Verth von (' eine implicitc definirtc [ntcgT:']l'UJ\ctioJ\ /1 
unserer Differentialgleichung. 
Erklärung: Denkt man in (J) den vVcrth /'IJ)/ (' }/()(:h !/iiJ/.:1ich 1/11-
bestimmt gelassen, so sa.qt man, die Ulcic/ml1[J (1) liefere dos "al'yclilr:i)/l' 
Integral" ocler cl'ie "allgemeine 111tcilral!/leicinOlY"; jede vC."lilldere AII,-
wahl von C liefert ein "lJart-ic~tläres Integral" der lJifJ'crcntiaZylciclmll!l. 
Die einzelne Curve aus der Schaar der Integralcurven entspricht 
demnach stets einem particulären Integral. 
Wollen wir die Integralfunction explicite darstellen, so bedienen 
wir uns im Anschluss an Nr. 2 (S. 2) der Bezeichnung: 
(2) ?I = f (x, C). 
8. Lösung von Differentialgleichungen durch Quadraturen. 
Ist die rechte Seite 0. einer iu die zweite Gestalt gesetzten DifEerentin 1-
gleichung von?! unabhängig, so kann diese Gleichung auch geschriehen 
werden: 
(1) . rI i! = U (:r) dx. 
In diesem Falle i"t, also das DiHen'ntia.l d.'1 der gesuchtell Fundioll "1 
in dx und x allein dargestellt; die gewiilmliche lntcgrnlredmnllg liefpri 
somit: 
(2) !J = J' U (.~)dx + ('. 
Beim Gebrauch emes bestimmten Integrals liisst sich dip COll-
stante () auch durch eine willkürlich LlU wiihlende untere Urenze 11 
ersetzen: 
:1' 
(3) 1/ = j' (i (.1') rlf. 
\Vegen der ursprünglichen in VI, fj entwiekelten geometri,'iclJ(']l 
BClloutung deI' Integrnle bezeichnet man die Berechnung eines IJcstimmtcll 
oder aUl·h unbestimmten Intl'grab kurz als eine ,/Juadrrr!lfr" 
Man sagt :11s(1ann, die Diilerentialgleichung (1) sei ,,([unh el1\\' 
quadratur liishar." 
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XV. Gewöhnliehe Differentialgleichungen erster Ordllung. 7 
Es gilt der Satz, das" t'ie7e (abcr kcinc . .;wcgs cdlel DUJ'ercntia7-
gleie/lUngen erster Ordnung cntweder unmittclbar orlcr ilach .!Jccignclcl/ 
Tmn.1oJ'lJlcdionen durch Quadmfttren lii..,lwr sind. 
Auf derartige Auflösungen durch Quadratnren be'ziehen sieh dil' 
zunächst 7,U entwiekenden Regeln. 
9. Lösung von Difl'erentialgleichungen durch Trennung 
der Variabelen. 
Lehrsatz: (;r:lill!lt cs. eil/e qC!JCUC!I(' /)itrcrl'iltia7,!!!cic/ulII[/ in tler 
lVcisc in die drifte (;I',;{((11 Uj) S. :2 .zn ,,,;cUC!I. da,;,..; t.P JI/lr ('01/ .1' und 'l]f 
nur 1'I1!I ,11 !llilliill,!!l: 
(1) t.P (:1') d.l' ,I 'l]j' (:If) d iI = ü, 
so -wird dll,"; rtllllCJJlcinc Iilici/ml durch (jllw!mf-ul'C!! IJI der ForlJl: 
(2) . ,( q) Cl') tlJ' +, r 'l]J' (,1/) rI,I1 = (' 
gcwomlcll. Dic,.:e Art der I,ii . .;ung Iviril ((7,,,; die ,)Jletl/Orle der Trcm/lUl!1 
der Variabclcn"' be~'eic7mel, insofern im erden Gliede ron (l) nur " 
Will d:1', im z-weiten mIr .'J und d!1 '/:urh:o)}/mcn. 
Um Formel (2) zu beweisen. führe man eine dritte Yariabele 
ein, indem man (/" == cP (:r) 171' setzt. Dann ist d~ = - 'lf (,1/) rI/I, 
und man hat somit: 
llie Additl()ll dil':wr C,]eicl1l1l1gen lidert Formel (2). r"lls lll:lll 
llegatin' SUlllJIle VOll Cl U1ld ('~ durch (' b(·;.wiclllll't, 
Bei'l'icl: Es sollcli :llle "bellen ('Ul'Vl'1l g,(,rllll!l('n \\'erden, 
wdehe cli,' :-illbtung'ellt" ,ied"s 1'nllld(,8 ,Ee COllstant(· Liing'e 1 hat. 
X"l'll V, 2 ist die' Snl>tangenk SI Ilil 
einzelncn Punkte f'llll'l' 
IU 
C'ul've durch /1 
li/I 
dargcstellt, :-i 011 demnnch I~ f stf'ts - 1 
sell1, so gilt (Ee Gleidnmg: 
r/x 
11 - :=- 1 oder 
, rI,r1 
rI ,11 
d.1' = 1/: 
dieselbe stellt die "Differentialgleil'llUng (["r 
gesuchtl'll CUl've" /1:11', 
Die Trennung der '-:ll'iabelell und Liis1!llg 
wird vollzogen dureh: 
d 1/ 
rI.J' - . == Ü, ,e - lorlll == C, 
,11 
worans man jl = e,T-1' "Js allgemeines Inte-
gr<ll erhült, 
/ 'C"___ ___ I 
l I 
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8 xv. Gewöhnliche Differentialgleichungen 8r,t~r Ul"llllun~. 
Für C = 0 gewinnt man die Exponentialcurve. fü.r welche die 
Eigenschaft constanter Subtangente durch Fig. 3 (a. Y. S.) versinnlicht 
werden mag. Alle ü.brigen Integralcurven gehen aus der Exponential-
curve durch Verschiebung im Sinne der x-Axe hervor. 
10. Lösung der Differentialgleichungen von der Gestalt 
cly = (j (.11 ). 
cl::c .:C / 
Die Function (j von x und ?J möge jetJlt Im Speciellen so .~·e bnll t 
1J sein, dass sie als Function allein vom Quotienten' angesehen \\"f'I·t!':1I 
X 
kann; wir bedienen UIlS <11eserha1b direct der Schreibweisl: (; (.I~) 1111.1 
haben es hiernach zu thun mit der Difl"erentialgleichUllg: 
(1) . cl,1J = (j (?J), dx x 
Lehrsatz: Die Attjliistmg der DUferenlia7[!lcic/mw) (1) Uc7ill.ll1 
nach Sttbstitntion der )lenen Variabc7cn ,2' = 1'- l'erJJliiqe der Jlct!wdc Iier 
x ' 
l'rcnnanrJ der Varia/Jelen UJul lie;fert als a77fJclI1cine Intl'gra7.111cic7wJlfl: 
(2) . (
' dz 
, lorlJ: - , (~) ~ " = C, 
" (x _ .. 
l1'ol)(;i. J/lan ll11rh Bereclmnn,ll ries Inte,l/ra7,,; linker lIancl .ti'lr ,: Iciclla 
.'1 ycscf,:t denke. 
x 
Durch Differentiation von .11 -== .1' .2' folgt Jlämlich: 
IIIJ _ • <1.2 . 
---.1-+ .. , dx d.r 
so dass Hich die Differelltialgleichung 
/' cl.z' _I-- ,. - (' (,)' 
'.' d:l' - - ,.. oder 
(I) hanst'ormirt ]Jl: 
II;J; cl z: 
.I: G(.z')- n, 
Hier ist die Trennung der Varil1belen vollzogen und die Integra-
tioll lierert die Formel (2), 
Beispiel: Um aas allgemeine Integral ,leI' Differentialgkichung 
17?/ '1 
- =-1 ' 
d:r 3' 
zu gewinnen, t'ühre man " Wle obell ein, wodurch die Differential-
gleichung übergeht in: 
rlx + r/,: 
.r 1+22 = o . 
Die Integl'<ltioll und Wiedereinführung VOll /j liefert: 
.r (.r; + 2!J) ~ C, 
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xv. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster On1nUll!,':. !I 
11. Lösung der linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 
~ ach ~ r. :3 (~. ;)) hat eine lineare Differentialgleichung et'stet' 
(Jl'dn Ullg die Gestalt: 
F (.l') (:?J +- (} (:r) ?J +- j[ (l) =::-:: 0, 
IIX 
wo F (x), U V'), J[ (.1') lwliebigl' Fnnctiollen VOll .J' sind. 
Dividirt man die~(' Gleichung durch F (.I') und llennt die (~,uotient("n 
von (j durch Fund J f durch F kurz P (.r) und (J (.r) , ;;0 folgt nl" 
,,~VlJnl1alJilrlll einer 7iilcurcil Di(lcrclltia7,(}If'ic/IUi1[! erster OrdJ11IJ1!I": 
r1 11 (1) . (7; +- L'(.r) /1 + (J(,r) = 0. 
Um diese Diffel'cntinlgleicllllllg zu liisen, verstehen wir untel' : 
irgend ein particuläl'cs Integral der linearen homogenen Differentinl-
gleichung: 
(2) elf: . - + P(J) i = 0, (b: 
die mit (1) in den beiden ersten Gliedern gleichgeba nt ist. 
Die Gleichung (2) ist durch Trennung der Yariabelen lösbar nm! 
liefert: 
( ;J) .., _ , ( P(.r)d,r " -~- c ' . 
I)rr (~uotient VOll /1 Ulld ,2 heisse Ir; dnllll ist.: 
. 11 = ,:'11, cl iJ =-= ,: ~ +u ~ . dJ' d.l: d.l' 
so dass die Dil'fel'entinlglcichullg (1) die Uestnlt annimmt: 
d n I /1, ((~ ) ) +- + ,:1' (x) -+ (), (J' =-== n, 
d'): ,cl,!, 
ndel' mit Rücksicht auf (2): 
du +- (J(:r) = 0, 
r! ,r 
Da .: als Function VOll ,( allS (3) bekmlllt ist. so fob't durch 
Inte~"ration rler letzten Difft'rentialgleichung: 
1 j'(J (.i) 
Il = C. - . ,I,l'. 
c • 
wo (' die lnh'l,(ratiollsl'Oll"tante ist. 
Durch ,\'ic,(1ereinl'ührung von .'1 und Einsetzul;ft des in (,';) \,,-
['('ehneten Ausdrucks VOll,:' l'rgicbt sieh rlel' 
Lehrsatz: Dic lilll'({r" Durcrcllliol[llcic!1I11111 ('lAI'/' ()rdllJl/ll! I11 
ist dllrch (Jwulralol'l'll 7iis{/{{.)' lind 1ir:,~il.:1 111" 1/1I,,,1'llll'i/ll',, Il/lcflm7: 
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10 
(4) 
hat 
XV. Gewöhnliche Diffe1'entialgleichunf,!'en 81',te1' Ordnung. 
-{P(x) rlx l' r (P(.") ,lx 1 ?J = e . . C -'j Q (x) . e' d,' . 
Eine andere Auswahl der IntegrationsCollstanten bei J'P()') 11, 
allein eine Veränderung der Constanten (' in (4) zur Folge. 
Beispiel: Im Falle der Differentialgleichung: 
cl y x 
- - - -11 
cl;r; 1 + x2 ' - ü 1 + :/'~ 
ist die Function z gegeben durch: 
" x (7 x I -, 1'2 {flfJ (l 1-- :("') 
;2' = C· I + x· = C :::c:;- VI + J:!. 
Die oben mit ?l bezeichnete Functioll \\'inl delllllHch hip!,: 
u = C + J'(l!d:~)~" = c + V1'~ )~' 
und man findet als allgemeines Integral: 
?I = x --1- C V'-]-, -+--:r-", 
12. Der integrirende Factor einer Differentialgleichung 
erster Ordnung. 
Eine Differentialgleichung erster Ordnung seI III der dritten ~' 
Ucstalt: 
(1) . W(.r,?!) d,r' -I- 'FC",?!) tl!1 = 0 
,~cgehen. Wir multiplicircll dic linkc Seite mit eiller sogleich näher 
zu dcfinil'enden Fundion It Cr,?/) von .1' und ./1 und erhalten so nnter 
Gd)l'auch der Ahkürzungen: 
(2) ,(( Cl, .11) f[J (.', .11) = rp (.1', .1/), It (1, !I) W (I, /1) 
als neue (}pstult der Difierclltialgleiehung: 
(3) rp(l',iJ)d:r -+ 'li-'(r,y)d,ll = o. 
Erkliirung: Die Function (t (x,,I/) Ilcis"t em "inte.lJ/'in:Jlllc/' 
JorlctOI' " der [Icyebencil DUf'c/'cntialfllciclI1Ulg (1), fal/.-i rI ie 7 inl.-c Seilt· 
/'(In (.'J) fiir "unctlJhünr;i,r; r;edllc7dc )'(f)'iCllJc7e ),.lr im Sillile /'011 XIi. ,~ 
ein totales D((1'eren/iIl7 darstellt. 
Es gilt nun zunüchst der folgende 
Lchrs:dz: Fiir Jede IJdli'I'CJllial[17eicll/U/[j (J) ("i,stirl lCelli!J.'/CII., 
ein infc,r;rir('wll'/' jt'ac!or. 
Es existirt. niillllich für (1) eine Inte(l'ralnleichuno fj (.I',.lj. C) = O. 
die wir nach () anHösen UTHl in die Gestalt sclzon: '" 
(4) 11 (I',!/) = C. 
Hier:lUs ergiebt sich nach Nr.4 fL, dass der aus (4) zu berechnende 
Differentialquotient: 
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XV. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung. 11 
cly 
dx 
ch 
(" :r 
C 1/ 
r /1 
für alle \Verthepaare ;r,?1 mit dem aus (1) entspringenden Quotienten 
([J 
gleich ist; es wird mithin die Gleichun:;r: 
'ff ,~ 
() ,I' 
oh 
c /1 
f}J 
'lI 
ch 
r,t 
w (x, l/) 
olt 
(: /1 
'I]r (1', /1) 
identisch. d. i. l'ür unabhängig VOll cinall(ler gedachte :1',!1 bestehen. 
Xunnt man ~etzt den gPllwinslimen \Verth (ler rechten und linken 
Seite der letzten Glf'ichung als FUllction von :1' und !I sogleich [t (x, y), 
so ist .IL in der That ein integrirender Factor: denn ([t cP cl x '- [t 'IJf d /1) 
ist das totale Differential der Fuuction li (x, /1). -
Lehrsatz: Fiir die Diftcrclllitr7[17cic7111ll[J (1) cxistircil /Ulcwllich 
viele 11ltegrirende Foctaren, tOe7elle ;.;iiJi1111tlich durch einen ron ihnen. 
z. B. (len eucn rJewOJwellen, in der Gestalt darstelluar sill17: 
(5) 
kicrlici ('CdClltet X eine !ci77kiir7ic!t ,:'11 lcä!l7e}/(lc Fane/ioJl, 
:JIan bezeichne niillllicll, indem man .)' und;ll auch w"iterhill als 
uuabhiiugig VOll einandf'l' ansieht, h (:r. y) als FUlletion VOll :r n]](l l/ 
abgekürzt durch :: =: 7/ er, /1). 
Th 1111 gilt rür dn s totale Diff(m'ntial If:: 
[t W cl.l' -f- [1 'Tf rI /I := rI ,:, 
woraus sich durch l\fultiplication mit der willkürlid1 Y.\l \\iihlellden 
Funetion X (;:) ürgieht: 
[tX(Wd,; -+ lJfd/l) = X(:)rI,i == rllj'xe:)rI:l. 
Das Integral rechter Hand denke mau ausgerechnet und sodann 
z = lt C,.'. y) gesetzt; alsdann steht rechts das totale lJifIerelitinl einer 
Functioll VOll x und .11, so dass !l X in der TImt ein integrirencler 
Factor ist. 
Ist andererseits JI /1) ein beliebiger integrircnder Factar. und 
möge die mit Jl multiplicirte lillkP Seite der Differentialgleichung ~1) 
das totale 1 )ifferentinl der Function ~ -= J 1 (./. il) d:ustclll'l\: 
J1((]Jrlx + 'li'd/I) = d 11(1'.//). 
so gilt rlie Gleichung: 
W rI:r -I- 'Ir d .I/ rI~ rI,: 
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12 xv, Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ül',lnull,", 
Hieraus ergiebt sich weiter: 
(6) rlZ=(~~)rI~, 
Man denke jetzt y aus z = h (x, y) in .t und 2 dargestellt und in 
Z = H(x, y) eingesetzt, Hierdurch wird Zeine Function der beiden 
Yariabelen X und ,2:. Für das totale Differential d X gilt dellll1ach: 
, oZ OZ 
rlX = ;;,- rI:,c + -, - d,,', 
uX 03 
Der Vergleich dieses Ausdrucks für rl X mit dem in ((j) ])()-
r/' 
rechneten Werthe desseihen totalen Dift'fmmtials d X zeigt, dass - ~ I) 
G,I' 
ist, d. h. dass Z von z allein abhängt. Gleiches gilt demIlach auelt VOll 
oZ .. d/' ~ . Setzen wir in (hesmn Sllllle ~ = X (Z'), so wird: 0", (,,~ 
rlZ = X(z)dz, 
womit der aufgestellte Satz im vollen Umfange hewiesen ist. 
13. Auflösung der Differentialgleichung vermöge eines 
integrirenden Factors. 
Lehrsatz: Liefert die linke Seite einer DUferentialg7cic/ulIl[1 (1) 
Sr. 12 nach Znsnt.z eines integrirenrlen Pactors !L das totet1c Dift'el'elltial .e 
(cpdx + 'l/JrI,I/) rler Fnnction h (x, !/). 80 ist die rlllgemeillc Inte!f/'((7-
f/leic/lltn.'J : 
(1) h (x,.I/) = c. 
Es l'oJgt lIiimlich aus (I): 
eh 
r1.11 (:X qJ (x, 11) 
11): rJ!t 1).' (:r. /1) , 
(; /1 
und also llat die bei irgend wie g'ewähltelll () durch (1) dargestellte 
Curve in jedem ihrer Punkte die durch die Dift'erentialgleichung' vor-
geschriebene Richtung (vergl, :NI'. iJ, S. 4). 
Die Berechnung von h (x, y) aus cp und 1).' leistet man nach XII. 8 
v(~rmöge der Formel: 
U) h (.1.1/) =j"cp rI x + j'! 'l/J-( J'cp rI xl dll. 
- () iI _' 
14. Partielle Differentialgleichung für den integrirenden 
Factor. 
Als hinreichende una nothweudige Berlingung dafür, (lass 
(fJl r{ J: + 'l/J rl!J) ein totalefl DifIerential ist, hat man nach XII, ,'3 da, 
Hest(~hen (lel' Gleichung: 
" 
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XY. Gewöhnliche Dift'prentialgleiclnmgen ('n.te\' Ordnung. 1 ci 
e qJ (x, JI) 
C !I 
c 1j; (:1:', ;1/) 
ex 
Für einen integrirenden Factor !1' der Differentialgleichung (l). 
Kr. 12 muss hiernach die Gleichung gelten: 
C (n W) C (.11 'Ij) 
Durch 'Weiterplltwickdung llieser Helation l'llt8pringt der 
Lehrsatz: Jcr/!'r in/C!lrircllrlc Factor ~L da DW'crciliialrt!cicll1uUI 
(J J, NI'. I:! Illj'rictlirlf die "lJl(rfic7lc !Ji!li:rclIfill!!llcil-!mn.ll crsllT OrdwlI/q": 
(' (( (- Il (,r ",f ,.. $) ( 1 ) 'If ~ - I./J,-'-, + ' - -' - u == O. 
(i :x; 1::1 :r C J' (', ;11 ' 
und UJII!II'/.'c!tr/ i .. ;f )l'Ile die,'!; (;fe iclu ()/!I IIr:tri(',li!I(')/(11' FOi/cliol/ !l (,r, /1) 
cin infc.llrirwder F((('fo)'. 
Hier gelten 'lf, cP und dl~l' Ausdruck in der Klammer ab gegebene 
Functionen von x uml /1. wührend Il als die gesuchte Function der 
beiden " unabhängi,!{ell c. Variabelen ,I' und /1 anzusehen ist. 
Besonders wiehtig sind clie beiden Specialfiille, dass es einen VOll 
y oder einen von ,l' unabhängigen integrirenden Factor gidJi. 
Gilt der erstere Fall. so ist für das betreffende !1: 
rI ,11 
!Ix und o 
zu sctzell. W da,;" <lil' <Ileiclnmg (1) liefert: 
C ([I C 'l1' 
~ :!..f _ (11 ( )' 
!{ ,( x 'lI' (2) 
Da!( hier nur von .I' ahltiillgi. "0 lllUS~ dasspll)(' VOll <1l'1' linb'll 
lIlid also :lUch der rechtell ~eite dief'el' Gleichunp' pdtell. 
KOlllmt andererseits rl'chi~ .'1 11icht llH'hl' vor, so findet U\i\ll durch 
Lösung dcr "gewiilmlichen" DifFerentialgleichung (2) t'ür !{ pine FUllC-
tion VOll :/' allein, die ll:1ch Olligl'lll Ll'hl':,ubw einell integril'Cllllcll 
F:ldol' liefert: 
Lt'hr~atz: Xcillfsich, r!a,'-'IIiIS deli! (!llofi(!lItCIi (",$ _(<T1'): 'Tl' 
, eH 'x 
die Yori(f(Jcle .11 IiC/'III(.~!(,iI7l, :'0 !lie!J! I,' r/"II !lI//' /"0)/ .r 11/1/11;11[11'11(/1'11 
illlc[li'irClIIlcll Factol': 
J' '-~ _--,! 1/ .' I ,I, 'I (8) !{ ---=- C. (" 
Entsprechendes gilt. für dl'll Fall, dass ('iu llU1' \'Oll .'1 ahhiin,C!'elll!er 
intpgrirender Facto1' l'xistirt,. -
Beispiel: Für <!ie Uifrel'ontialgll'ichnng': 
(:r~ .11 +- .11 + 1) d .1' + (,I' -+- .J' ',) (/.'1 . -- () 
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14 xv. Gewölmliche Differentialgleicllllllgen ~rster Ünlmw;:. 
ergiebt sich: 
2x 
1 + x" 
so dass hier ein von V unabhängiger integrirender Factor existirt. 
Für denselben findet man aus Formel (.3), indem man (':-C-: 1 setzt: 
1 
/L = 1 +x2' 
so dass die mit /L multiplicirte Differentialgleichung: 
1 
,1 2) d,r; + xrl?J = () 
-+- X 
lautet. 
Formel (2), NI'. 13 liefert als allgemeines Integr'll: 
xy -+- arct[/x = C. 
-15. Von den singulären Lösungen der Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 
In XIV, [) wunle unterschieden, ob eine Curvenschaar eme em-
hüllende Curve besitzt oder nicht. Im ersteren Falle wurde die em-
hüllende Curve von allen Schnittpunkten "consecutiver" Curven der 
Schaar gebildet. Man kann auch sagen, dass die einzelne Curve der 
Schaar ein Bogendillerential der einhüllenüen Curve liefert; dasselbe 
würde eingegrenzt sein durch zwei unendlich nahe Punkte, in denen 
die herausgegri\Telle Curve von der zunächst voraufgehenden und 
der näehstrolgellüen Curve der Schaar geschnitten wird. 
I Iieraus l'olgt, rhss die einhüllende Curve an der von üer eiuzclnen 
Curve der Sehaar gelieferten Stelle letztere Curve herührt und aho 
mit ihr gemeinsame Tangelltenrichtung hat. 
Hat somit eine Schaar VOll Illtegralcurvcn einer Difle]'(~ntiul­
gleichung eine einhüllende Curve, so hat letztere in allen ihrell Punkten 
die durch die Difterenti::tlgleiehung gl'[orderte Richtung. 
Lehrsatz: Besitz'f die Schaar der lntegJ"ulcul"L'en eine eilllliillc/ldc 
Cnn:c, so liefert 7etztere cin Intc!Jm! deI" Dljlcl'clltia/[!7cic/ml1fl, leelclies 
kcillclci/li.'iirliclw CrJ/1strl1lt(' mehr cntMi7t, ({/Jel" ,qleichwlJld nicht ,Z'/I den 
p((.rlinüiircJ1 Illfl'l]m!clI fjcltiirf. JIun [Jczciclmd das ,'iO fjC1COllileiU' 111tl'-
.IIral als eil! ""ill.llllliirc,,". 
Dies Ergebniss lässt sich ::tuch durch Rechnung begründen. 
Aus der Uleichung [! (:r, y, C) = 0 fler Sehaar entspringt 1l,1 eh 
X I V, !) diejenige der einhüllenden Curve, indem nwn () aus 
(1 ) 
• .11 (.1', ;11, C) = 0 und O,rl (x, ?/, C) 6 C - () 
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XV. Gewöhnliche Ditferentialgleichungen erster Ol'llnul1g. 1:') 
eliminirt. Dies werde so vollzogen, dass man aus der zweiten Glei-
chung () als Function von cl',!! berechnet, (' = fI (x, !J), und dies eu 
'Verth von C' in die erste Gleichung einträgt: 
fJ (x, /1, ()) =' 0, C = h (x, il). 
Um die Rit>htung der einhüllenden Curve an der Stelle J',!I zu 
hestimmen, gehen wir auf dieser Curve zu dem mit x,2f nächst benach-
barten Punkte rler Coordinaten x + rl ,:c, !I + d .11. Hierbei gilt: 
(:.l) ( 11 ( 11 (' I1 ---'-- rI J' + ---'-- rlil '- ~,~' rI C - 0, 
( ,I,' (/1' () () 
wo für C (in den partiellen Ahleitungen) und für rI C zu setzell ist: 
(Ih eh (' =- 11 (:J', /1), rI () -~ - rl cl: + ;- 1111. 
Q:r (l/I c (3) 
Aher diescl' \V crth () herechnet'l sieh durch Auflösung der zweiten 
Gleichung (1) nach ('. Also wird nadl Eintragung von C = h (x, !I) 
in (:.l) die partielle Ableitung : il , im dritten Gliede dieser Gleichung 
cL 
verschwinden, so dass sich die Richtung der einhüllenden Curve be-
l'echnet aus: 
(-1) eil C (/ ;:-'- d;E --+- ;c-'- cl I1 = o. 
cx Ci! < 
Andererseits liefert das vorliegende C die zur Stelle x. i! cl"r Plll-
hüllenden Curve gehörende ('11rve der Sehnar ,cl (x, il, (;) = O. Die 
I\iehtung dieser ('une wird somit gl'lichl'alls durch Formel (I) a Il-
gegellPn, so clttss leht<>rc ('UI'YC an <1cr Stelle x, iJ ill der That mit d('\' 
pinhüllcnden Curv\' glciehg"l'iehtet isL~ 
Beispiel: Die Di\Tert'lltialgll'idlUllg 7.weiten (~r:l<l(,B: 
/1/1':>. '2.1'.1/ i' /1 - () 
lil'f<'rt, nach ,l :lul'gt'Wst: 
-~~-~ 
r1ll ,I' ~ .I':'. +_.. 1 
dJ' il !t~ ~ , . 
nie hier nuftl'et(,llde Function (; (x, /1) ist aut dCll tlmch 
( I;) ,11 =-:: () 
dargestellten beidcn Geradell der J' /1- Ebene eindeutig. In dcn,ienigE'n 
durch diesc beiden Uel'aden gdJildeien Quadranten. welche von der 
x-Axe durchzogen sind, ist U (,l', /1) zweideut.ig, in den Leidcu andpren 
nulldcutig I). 
Jene beiden Qua drallkn \\t'1'd(,11 Bell licht VOll Illtegralcu1'vl'll 
bedeckt seill. ullll z,,-nl' laufen (lurch jeden Punkt zwei solche hilldurch: 
die letzteren Quad1'antelJ sind ill(less I'rei VOll Tntegraleu1'ven. 
1) 1111 Anschluss an I . .-, hei'8t (; 1,1'. ,li) fi',1' ein \Vl'rt.hepaHI' .C,II uull-
dentig. falls fiü' letzt"1'8S (; (", .//) keill1'l1 rerll")1 \\'''1'Lh Iwsitzt" 
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Gleichung (G) stellt demnach die in zwei (~eraden zerIallende ('111-
hüllende Curve dar und liefert dieserhalh ein singuläres Integral. 
Um dies durch Rechnung zu hestätigen. fi"tlJrc man an :-:telle 
Ton :I) die neue Variahele ein: 
und findet hieraus: 
2x,( 
11-
, - 1 +- z~' 
J" I V-;;--2=-, --1 
,11 - .'1" 
T,,'(I--,:2)+,:(1 +-,:") 
,1/ = 2 -----c--'-:---:-----(I +- ,:2)" 
Die DilIerentialgleichung transfol'mirl sielt lJl: 
,112 - 2 C;r +- ('2 = 0 und 
rI .: 
:2 f i: (I -; 
11." 
:") ,- 11. 
llie naclt :\\'. !) (:-;. I) I('icht 
liisuar j,t 
Xaeh 'Wiedereinführung 
VOll .'1 ergieht sich als all-
gemeines Integral von (:J): 
y!2 - 2 CI' +- {'2 = u. 
Hierdurch ist ein Sc7war 
(01/ Pa raueilt dargestellt 
(vergl. Fig. 4), deren elll-
hüllende Curve durch Eli-
mination von C aus den 
Uleichungell 
,7 +- ('=-o() 
III der TImt (Ee Gleichungsfol'lll «i) gewinllL 
16. Von den isogonalen Trajectorien einer Curvenschaar. 
Erkliirung: L"i}/c CUl'ue. lCr:!C!t,' Ilil' ('un'rn l:illcl' [/I'[/clu')!!')1 
,<;c7wari'lll}ilcr /lntcr Ilem i/lciclwn }I'inkal it dU)'I'l!sr}/J/ei(/c!. I/ei,-;::</ eiJlI' 
, . .'Ileichll'il/ldif/e" IJI/cr "isogona7e Trc(jcctol'ic" dieSI;)' Sc/war. Ist ill o-
!JI'sOJ/(l!:r(' it ein rcc7dr;r lVinkc7. ,"() spricht mall 1'011 eillfr "orfhof/O)w7c)/ 
Tmjeäol'ie'; . 
Die gegebene 8dwar, welche durl'h !/ (x,,IJ, C) = () dargestellt seill 
lllag, besitzt stets eine ga,nze Scham' isogcmnlfH' Trajectorien eiIH's 
g('gebene\l 'Winkels (t, dip wir etwa durch IJI ,11, ('I) = 0 dargestellt 
denken. OlTenhar ist das Verhiiltniss bei der SChanl'ell ein gegen-
seitiges. 
Als Beispiel benutze lUall die SchanI' aller Geraden durch den 
~ ul1punkt der x ,'i/-Ebene. Die concentrischell Kreise um diesen Punkt 
lidern (lanIl die Sclwar der orthogonalen Tra~('ct()rien (vergl. Fig. 1). 
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XV. Gewolmliehe Ditferentialgleichungell er,ter OlLlnung 17 
Bei gegebener Schaar (J (x, y, C) = 0 kann lJlan die Differential-
glei~hung für die Bchaar der Trajectorien des 'Yinkels ir in folgender 
j.rt aufstellen. 
Ein beliebiger Punkt P habe die Co ordinaten .10", i/. Um die durch 
ihn hindurch ziehende Curve der gegebenen ~chaar zu finden, löse m~lIl 
,I/ (x, //. C) = 0 nach (' in (' = It (C, y) 
anf. Indem man die Coorclinaten 
VOlL 1) ill It (.t, !/) einsetzt, gewinnt 
Ulall den zu der gewünschten Curvp 
gdlijrcndcn \Verth des Parameters ('. 
Di(· Hidltung (Ipr fragliehell 
('arve i 111 Punkte l' ist dureh: 
, ( ( ') 
( I) I _ ,rlr :J.:, /1, !) ,/I!. _ .'- , ')' (':-= ,(.1' . .'/ 
, !/il (x, /J, ( 
;L!"t)gel)(~n. 
Die durch l' hiudurehhiehende 
Trajeetorie des Winkels ir liefert 
zufolge Fig. 6 folgenden DiIferential-
quotienten bezw. folgende Richtung: 
Ily Q.' f(! {1 +- t,l/ U 
- = l,r/rh! = t!l Cu + u) = d x 1 - f!/1'! f,l/ U 
Triigt man für f!/u <1('11 in (1) b('l'eclmeü'l1 } .. usdruck Plll. ~o t'["-
giebt sieh der 
Lehrsatz: JJil: lii!(erl'lIliu!,1/!eic!l/w.I! deI" .,111' 81-//(/01" .I/(-L//, (')--'-11 
.w!uil"l'Il/(clI iSII,I/oll({!cll 'l'n(jl'rtoI" il'll dl's IJ'illkds tl i!lt/."I)/'illl!1 rI/ln!, 
F7illlil/ll!io){ /"011 (' (//(S I/ (./' . .1/. (') --- () /flld: 
SI/('eie71 /01" rI il' IJl"tI/Ii[loiwll'll 
'J'mjcctol"icil Ilwlcl rI ii' Uleich/flu/ (;!): 
d 1/, , 
, Ir,. - 17'1 = o. -rI .I' ' , . 
Beiopiel: Durch!/"-- ('.J'=-=O 
ist. die :O;clmar aller Panlhe]n dar-
gt'stellt. welche den ~ ullpunkt /lum 
Scheitelpunldl' Ulut lE" )' - Axe znr 
Axe haben. 
Die DiH'erclltialglciehullg (tel' ortllOg'Olwleli Tr:l.il·ctllriell t·rgieht 
sieh durch Elimillation von (' aus: 
c r}jt -1- :!.I/ =- () ullli 
. 11.1' 
Fr i (' k l', Lf'itfadt'll. [11 
,11'1 - ('.'- --- (I 
" 
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18 XVI. Gewöhnliche Differentialgleichungen hlihen'r Ordnllllcc, 
}'ig. 7. und hat somit die Gestalt: 
2xr7x + .'IdV = 0, 
Durch Integration findet man als Glei-
chung fh (c, y, C\) = 0 der :-';cbaal' dpl' Tr;\-
,iectorien: 
2 x 2 + V" = (\' 
Hierdurch ist eine Schaar VOll Ellipsell 
dargestellt, welche den Nullpunkt ",Ulll 
Mittelpunkte und eine auf der .'1- Axp g •. -
lege ne gl'osse Axe haben, In Fig. 7 
sind diese Verhiiltnisse zur Darstellullg' gt'-
bracht. 
XVI. Capitel. 
HewUhnliche Differentialgleichungen höherer 
Orflnull~ Jnit zwei VUl'iabelen. 
1. Definition und Gradeintheilung der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung. 
Erklärung: Eille Weich/Ii/I/: 
(l) F (:r, ,1/, ,1/, ,1/', . , ., .'/n» = () 
"'wischen eincr lllwbltällrJiffcn 1'lIrillbclrm x. eincr Fnnction l/ ,{cr"e7/)('JI 
nut! dcn A/J7eitungcn ,1/, ,1/', ... I'on V /wch x lwissl eine JJi(l'crcJ1tia7-
,1/7eic7lttny nie}' OrdnWtl/,ICCn!l die ,A/J7eitun!/ nl ,'" Ordnung zln), aber 7,.cilU' 
.11!7eitung 1101'/1 höherer Ordmtllfl in ihr auftritt. 
Man spricht auch VOll ".w:wöhn7ichen" Differentialgleichungen 
hiiherer Ordnung im Gegensntz zu "lJartie{{en", bei denen mehrere 
unabhängige \' ariabeleu vorliegen. 
Die Theorie der Differentialgleichungen (1) behandelt <Ee Auf-
gabe, im Einzelfalle die Lösungen oder Integrale der Differential-
gleichung zu finden, d. h. diejenigen Functionen y = / (x) herzustellen. 
l'ür deren einzelne die Gleichung: 
(2) F [.1', /(:,:),/' (.1:), ... , fen ) (:r)] = 0 
)In piner in :r identisch bestehenden wird. 
'.-
:., 
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:\:\'1. Ge'''iHmliche Differentialgleiclnmgen höherer Ordnung. 10 
Ist die linke Seite der Gleichung (1) in !/, y', ... , y(n) rational und 
ganz, so liefert die. Summe der Exponenten von 2/, J/, ... , yen) im ein-
zelnen Gliede den "Grad" dieses Gliedes. 
Er kläru n g: l1Iall spricht in diesem Falle VOll einer D(U'crclltial-
.lJleichwl{j ,,))/lcnGrade~", falls in F (x, y, y', ... , !/n» ein Glied minI 
() radcs, Jedoch kcines L'on noch höherem Grade wirklich t'orl.'omJl1t, 
Eine Differentialgleichung ersten (;rades heisst auch "lincar". 
Dieselbe lässt sich auf die Gestalt bringen: 
Fo(x),'/") + 1"1(:;;):11(11.-1) + ". -\- J~'_l(.J'),I/ +1-;,(.1')// = J;'+l(X), 
wo die "Cod'ficienten" Fa,}'t, .. , der einzelnen Ableitungen ye ll ), 
,1/ 111- 1), '" irgell([ welche Functionen von x sind. 
Durch Division mit li~) (x) kann man den Coefficienten von ,I/(lI) 
gleich 1 machen, 
Erkliirung: Als "Nofma7ji)i')JI" einer linearen DW'crcntia7gleie7wn[1 
/tl <'I' () rrl IInnrJ .qilt,' 
dill/ d" -11/ d I/ . UlJ -t' + PI (x) -z-' -'1 + , ... ~ PIl-1(X) -t' + PI/Cx) I/ = (J(x), (:;;" c ,),;"- (X' 
ICU PI (x), ... , p,,(x), 9(.1') ir,qc 111 I welche Fwwtioncll von :r sind und die 
~lblcitl(Jlgcn y', :/', ". als D(U'cren[i({7ljuotienten gcschrieben wurden, 
Ist 9 (x) stet~:-= 0, so 7wisst die D(fl'erentia7gleichung (3) ,,7/OJilo.l/cn", 
2. Auflösung der Differentialgleichungen ,1/(11) = (} (x), 
Eine ])ifferentialgleichung höherer Ordnung ist im Allgemeinen 
nicht durch (~uarlraturen liisLar; doch gelingt dies ill speciellm Fitllpn 
zu denen m erster Linie die Differentialgleichung: 
(1) rI" ,I/ , . -- ~ (, (x) ({ :rJ/. 
gehört, unter U (.1') eine Function von .l' allein verstanden, 
Die linke Seite von (1) ist die erst.e Ableitung von .1/ 111 - 11 , so dass 
man aus (1) folgert: 
rl!/"-l) = U(x) d.L 
Uurch Integration ergiebt sich hieraus: 
1/(lI-I) = 1 ___ . = U(x)dx I"--III J' 
. cl X"- 1 
wo Cl eine erste willkürlich zu wählende Constante ist, 
Dur"h wiederholte Anwendung des gleichen Verfahrens gewinnt 
man den 
Lehrsatz: ]J(1,') "aUgell/eine" ]Jltegm7 rler JJU!i'}'enlialr/7eicIIll1l,ll 
( 1) ist,' 
2* 
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20 XVI. Gewöhnliche Differentialgleichungen hiJller8r Orunung, 
wo im ersten Gliede rechter Hemd n .Male hinter einander integrid i"t. 
uncl wo die 11 Constanten Cl' ... , C" willknrlich lcä7l7bar sind. 
Diese Constanten lassen sich dadurch bestimmen, dass man für }I 
verschiedene Argumente x zugehörige Werthe der Integralfunction /1 
vorschreibt; man gelangt so zu einem "particulären c. Integrale der 
Differentialgleichung (1). 
3. Auflösung der Differentialgleichungen P Cl, /') = o. 
Es sollen zweitens die Difterentialgleichungen zweiter Ordnung: 
(1) 1" (iI
'
, .11 11) = 0 
betrachtet werden, in denen nur die zweite und erste Ableitung der 
gesuchten Function, aber wedel' fliose selbst Iloch :r 'lUl'tritt. 
:Man löse die Gleichung (1) nach ,1/11 au!': 
:iJ lI = r.; (1/) 
und substituire /I' = z, wodurch man erhält: 
cl z, d ,2' 
- = (T(Z), ilx = -,-' 
ei x (, C') 
Die Integration liefert: 
(2) x+ 
eme Gleichung, dereIl Auflösung nach ,2 ergpben mag: 
(3) Z = H (x, (')). 
Setzt man jetzt . . !lll lür, wIeder -'- , so folgt: 
lix 
d.ll =- 11 (:!', C\) rI ,t, 
so dass eme erneute Integration die gesuchte FUllctioll: 
(4) .11 =,J'lJ (:1', ('tl d:r (', 
liefert. 
Lehrsatz: l';illl 1hjj'ercntial!!leic/wl/!J ;zn'cilcr OrrillUilfl. in welchl'/' 
.l' 'UI/d ;11 !Jelber lIicht /Jorkmnmcn. ist durch ,:n'ci (dlladratllren 7iisbar, 
Pig. ~. wobei iiich im .. aI7flcmeineu" 
IJI.lJctl'Ol (1) .2/ccilci77kiir7iclw 
GOl/sta1lfen (') '/(1/(1 C:>. einjill-
dl'J/. -
Beispiel: Es sollen die-
jenigon Curven gefunden 
\\,prden, für welche die Pro-
.iection des Krümmungsradius 
auf die :e-Axe beständig gleich 
1 ist. 
Für deu Krümmungsradius 
~) und den Cosiuus seines Neigungswinkels {t gegen die ,r-Axe (vergl. 
Fig. 8) hat man folgende Gleichungen: 
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!/" 
/I' 
cos {T = siJ/ (X = \/1 -i- y'2 ' 
WIe aus V, 7 und 11. 2 hervorgeht. 
Die Forderung () cos ,'1 = 1 liefert für die gesuchten Curvell die 
Differentialgleichung: 
(f:» 17
2
.1/ - dy II + (d.ll)2-1-'- 0 
d x 2 d x _ d x _ -- . 
Durch Einführung von " 
d ,~ 
- ~(l + c") 
-I ---" ,.-
( :1' 
= ,I}' gewinnen wir: 
d,s 
oder da: == -
\yoraus durch Integration folgt: 
10(1-"' - 70(1 VI + ,,2 = :1: + Cl oder 
Zur Abkürzung schreibe man weiter: 
,,'d,: 
1 + ,t2 ' 
n == er -;- r" so dass d J{ = ud x 
wird, während sich " in n wie folgt darstellt: 
1{ 
z = Vl-l(2 
Setzt man jetzt " = z/ ein, so ergiebt sich: 
IIdx du 
11;11 = _ ---, und also dYI = ---VI- lt" VI - 1(~ 
Die zweite Integrntioll liefert /1 I ('" = 11/'1 8i1111, ein Eruc1miss, 
welches durch 'Vieclcreinl'ührung VOll x und einl'ac1w Umg-csbliung aIR 
allgemeine J ntegralgleichung liefert: 
((i) .r + ('1 ::-- lo.l! "in (11 + ('~). 
Nimmt lIlan (\ = ('2 ~ 0, so folgt: 
(7) Y = IVili,in /I, 
wodurch ;/; in y nls eilJc I,in- bezw. nulldeutiw' Function dargPRtellt 
ist, je nachdem sin 71 '> () oder< 0 ist. 
Die durch Gleicllllllg (7) <1ar- Fig-. \1. 
gestellte Curve besteht auS Ull-
endlich vielen congruenten Zwei-
gen, deren erster in Fig. !) dnr- ~jl~.-=~. __ gestellt ist und die beiden Geraden -- --------.-
!/ = 0, :tI = n zu "~sylllptotcn --~~ \ ~" 
hat. Die übrigen Zweige ent- /i' 2 
stehen aus jenem ersten (lurch _______ -------~~ 
YerschieLungum 2:11", 4:r, ... 
im f-lil1lHJ der y-Ax('. 
Alle übrigen CurVPll (G) erhiilt 
Illall aus der hiermit betrachteteIl dUl'ell 1':1ralleh'81'schiPlJ1lllg 1Il dl'l 
J' /I-Ebene. 
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2:2 XVI. Gewolmliche Differentialgleichungen h011'er('r Ordnullcc. 
4. Auflösung der Differentialgleichungen F (yCn-l), 7/") = CI. 
Die Entwickelungen der beiden letzten Nummern liefern auch die 
:Mittel zur Auflösung der Differentialgleichung nler Ordnung: 
(1) . F (y(n-l), yen)~ = 0, 
in welcher ausser der n ten und (n - 1 )ten Ableitung von i/ keinc weiter!' 
Ableitung und auch X und y selbst nicht vorkommen. 
Man löse Gleichung (1) nach yen) auf: 
(2) 
und führe y(n-l) als neue Variabelc z em, womit die Gleichung' (2) dir> 
Gestalt annimmt: 
( '1) rl z, () d d" LI dx = Cr z 0 er cl:x = G Co) . 
Die Integration liefert gemm wie in Nl'. 3: 
I f cl;: (4) X+<l= G(z)' 
eine Gleichung, die man nach Ausrechnung des rechts stehenden Int,'-
grals auf die Form bringen wolle: 
(5) " = II (x, Cl)' 
Durch Wiedereinführung' von ?J(n -1) statt Z' entspringt: 
r/" 1.// 
. --'I = ]{ (x, 1.\), 
Ilx"-
womit wir auf eine DilIerontialgleichung (1), Nr. :2 goführt sind: 
LehrRatz: EiliG IJUfcl'cntialylcicltUJ1fJ ntel" OrclllUl1.r;, in '/CelellC/' 
ein;;i!! 7/nl Will ;7lln - ll auftreten, /üsst sich durchAll~fiihru1l.rt einer (tl{/(-
dratur auf eine 1J~t!"crcntial!/lcich~mrJ (11. - I )te)' Ort/nunr, de., in "\-rl' • . '! 
{;I'lwmlelten Typus .?:uriickfiihrcil. Lct;.tcrc Difli:rcntialrllr:ichlw.I/ ~cir(/ 
uillnittelbar durch (n - 1) weitere fJuwlratnten yeliist. JJISf!I'S({/lIIJIf str;7icil 
sill! )1 lUi1lkii'rlichc C()nstanten ein. 
5. Auflösung der Differentialgleichungen F (.11, y") = 0. 
Als weiteres Beispiel eillf)r durch Quadraturen auflösbaren DifIeren-
tialgleichung betrachten wir: 
(1) . F(y,y") = 0, 
wo neben der unbokannten Function ;71 selbst nur noch <lereH zweite 
Ableitung auftritt. 
Durch Auflösung nach ;1/" setze man Uleichung (l) in die Gestalt: 
(2) cl
2 ?! (; (?J) 
, . 
" 
'. 
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XVI. Gewöhnliche Differentialgleichungen hcihercr Ordnung. 
und multiplicire mit 2 cl!!: 
,) ,]y . (/"11 ~ -Z" . ,r;)'; = 2 G(I/)dll. rl x (X 2 . . 
Zur Umformung der linken Seite benutze lllan: 
d (,11'2) == 2/ rI,II' = 2.'/'. y" rl,r, 
oder ausi'ührlich geschrieben: 
,I [('l!I)~ 1-= 2 '!J! . ,{:! !I . ",I', 
//,7. . !Ix rI.r" 
womit sidl Ull~('rc' I )i\lenmtialglcichunp in die neue Gestalt transfol'mil't: 
(.J.) 
rlx = 
Integration und liefert: 
d /1 
Nochmaligc Integration liefert die allgemeine Integralgleichung. 
Lehrsatz: Dic JJi{ti'j'clltia7g7cichulIrJ ,:writer OrdmmrJ (.'I). ill 
'/Celcher .r und .1/ ilicld /,or/,'oll1l11cn, hisst sich dllrch zwei Quadrat/trl'lI 
(f1~tii;sen und liefert als allrJ!')ilcinc 1ntcfJl'a7,'17eic/lIl11,1l: 
(,j) x =. . + C,. J' rI,1I • V2/U(.'/)d,l1 1- (.'1 -
Bei s pie 1: Es soll d[\s allg'emeine Integral der DitTerentin 1-
gleichung: 
rI~ 'I 
-' =--: 11 ~ 'I 
".1'" r· 
herechnet. werdell. 
Die mit 2,lll lIlultiplicirt,e Di\Terentialp'I,'icllUllp ist: 
2 rI !I . d" .'1 . rI;)' -= rI [(',II','rl )' :2-\--::- 1(:2 2/1 ,( ,'I. 
,IJ' "~:2 
Durch lntegTation folgt: 
('~!I)~ ___ ,«" . - - (l/2 f-- ('I)' fix 
SO d[\ss die llweite Integration ant' rlie Gleidlllllg führt: 
!U' = /0(1 (/1 1 \/l/2 ! ('J + ('2' 
Fm das allgemeine Integral II explicit zn hereclu1f'll, 
WIr ,1l1R dpr lC'bten Gleichung: 
II 1-- \/.I~/c-' --t-C-\ 
" 
1/.1' , "., 
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24 XVI. Gewölmliclle Differentialgleichungen lle,llf,rer Onlnung. 
Durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 
2V = e- c •. e"X - CleG •• I;-IJO'. 
Setzt man hier zur Abkürzung: 
e- 02 = 2.11, - CI C02 = 2R, 
so entspringt als einfachste Gestalt der gesuchten Integralfunction: ~ 
?J = Ac'"'' +- Be- ux , 
wo .11 und B willkürliche COllstanten sind. 
6. Auflösung der Differentialgleichungen F (,1/111-2), .11(11) =: (). 
Die Methode der voraufgehenden Nummer üherträgt sich un-
mittelbar auf die Differentialgleichungen ntl 'r Onlnung: 
(1) . F (J/(n-2), yen)~ = 0, 
in denen neben der n ten Ableitung der gesuchten Function nur noch 
die (n- 2)te vorkommt. 
Eine vorgelegte Gleichung (1) löse man nach ?I(H) auf: 
und substituire demnächst für y(n '2) die neue Yariabele 
v1n - 2 ) = .,., cl
2 
.2 , 
-7 2 = (,(02). ( X 
Die damit erhaltene Differentialgleichung zweiter Ordnung für 
liefert nach NI'. 5 als allgemeine Integralgleichung: 
J' cl;;; , ::c= V +- (,. 2 f G (.2) cl Z +- Cl -
Nnch Berechnung des Integralausdruckes rechter Hand denke lllall 
die zwischen :f und z erhaltene Gleichung nach .2 aufgelöst: 
,2 =- IJ (:r. ('I> ('2) 
und führe hier wieder J! em. 
Lehrsatz: Die ])Ul'ercntiulrJleicltw/{I (1),ill 'we7c1wl' nellen lfJ1 ) 
illir yl1l-2) allftritt, "annin der l!e.2eiclmefell 1Ycisc durch Ausfiihrw/f! 
~ lerlcr (iuadratul'Cll mif' die J)(trc)'{')lti(l7!17(~i('ll1In!! (/I - ,:!)f'" Ordmm,a,' 
r/"-2?J 
dx"-2 
reducirt war/cu, 1ce7c7lC 7cfäcrc mlc71 Sr. ,:! rI /11'1'/1 1ceifc)'r: ()I - 2) (~III/­
,1mluren Ili,,/)(/)' i.,;I. 
7. Sätze über lineare homogene Differentialgleichungen 
n jc',- Ordnung. 
Unter den Differentialgleichungen höherer Ordnung sind es vor 
allen nie "linearen", wl'lche ausführlich untersucht worden sind. 
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:s: YI, Gt'wö1ll11icbe Ditfpl't'ntinl,deicllllngen hiihpl'pl' Onlnun~, :2,') 
Es sollen zunlichst einige Sätze über "l/O))1o,l/cnc" lineare Differen· 
tialgleichungen liter Ordnung aufgestellt "erden, Die X o1'malform em"r 
iiOlchen Differentialgleichung ist nach S, 1 D : 
an 1j . d"'l 1/ rl,l/ (1) {'l- PI (x) --' + ... + Pli 1 (x) + P n (X),11 - U, 
I xn cl X"'- l rlY 
"0 die P" (x) beliebige Funetionen von X sind; zur Abkürzung soll 
die linke Seite der Gleichung (1) symbolisch durch W Ci/) bezeichnet 
,,('rden. 
Lehrsa b:: 1,,1,1/ ein Il/le[!fa7 rler Di(I'r:rclllialg7cicll1U1g (1), so 
.'/cniif/I rlersell)(,JI IIIlrll d ic Funel ion (];I/, Ir n/cl' deill Fncfol' C einc {!c7ie/Ji,rlc 
(}oJlslanlc l'r,/,,';lllIIdrm. 
'rrit-t llünllich (}.'/ :111 ~tellc VOll lJ, so tritt (' // an Stelle von ,l/, .... 
lIm! also folg·t h"i <1(,1' Bnunrt der linkell Seite W (i!) VOll (1): 
(]J cn;l}) = u . q) (71)· 
1st <P (1/) :-= 0, (1. h. ist?J ein Integral von (1), so folgt auch 
W (',1/) = 0, so dass (',1/ in der TImt auch ein solches ist. 
Lehrsatz: Sind,lh) ,11", ... ) ,1/, fi1tc[/m7c der Di/l'cl'cnlia7,117eiclllln,O 
( 1), soiot OIlr}l: 
(2) ,11 = !/I + Jh + .. , + ,1/, 
eiJl ,';OZc7ICS, 
In Folge der Bauart der linken Seite von (1) ist niimlich: 
W (il! + :U2 + ... ,1/,) =- W (,1/1) + <P (I/z) + ... L cP (1/,). 
Hier sind abcr siilllllltliche Glieder der rechten :-ieitc gleich 0: "~ 
ist also aueh <P (1/) = 0, ll. h. /1 genügt d,,1' Gleichung (1). 
Durch ZURHllllllcnl'a::iSullg (lcr hcirlen H.ul'gestdltclI :-iiib;e (,l'g'il·j,j 
sich als dritt pr 
Lehrsa.tz: Si)/rl .IIJ' //~ ... ",11, ir,r/cllrl lI'e71"/(' l' )Jllrlil'lI!iirl' 1)/11-
,I/I'((7e der Di!Trrelil irr 797cic7/11 11,1/ ( I), ,'0 ,1/l'lIi(!JI rln"'I'IlJ(,i! ({wll die FII)/l'iio)/: 
(Cl) /1-(\/ll l-('2 1 2+···+(',l/,. 
ICO ('I' .... (', il',IIcl/rl l' ('ollslalilc/l {Jle,/clliell. 
Hieran schliesst sich der folgende fü]' die Theorie ,leI' linean'!\ 
lJolllogenen Differentialgleichungen funclamentHle 
Lehrsatz: E.s 7U88ClI "ich (WII/ ,:/[,((1' ((/(( 1I1/('1/(l7icll rie7c Irci"c/I I 
)/ p((}'ficII7iirc]lIle[!m7c !h, ,1/" .... , ,11" rleI' DUl'crl'lI I i((7,rJlcie7/ifl/,r1 11
"
" (lrrf11lIll!'. 
(1) (lIIS1Clih7clI, ,"0 1/1I8s 1Iicld IIl1f jrrle mit ir,rIC)/r! /celel/ell i! ('o)/"I(lnlc)( 
(' ,i7cl!i7detl' ]-'ullcfiol1: 
(4) .'/= ('I /h + ('U!2 ~ . ... .1 ('",lI" 
ei)/e Lii,'I!}/!1 /'011 (J) d11lA1'771, "01/dcrll dus., 111II,IfI'/.'cl/fl ,~i('rlcs" lldl'!I}'I!! U 
'/1'1' D(tIl:relltial[!7eirll1w,rJ (1) dUf('7/ J/], .... ,11" iJl 171'1' (;",1111/ (j) rflll-
4c771!ar ist. 
Der Nachwcis (lieses ~ntzes, welchc]' weitg'che!Hll' fundiolll'l\' 
theoretische Yorbereihlllgell erfol'lll'l'n wünlc, soll hier nicht g"'gel"'ll 
werden. 
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:26 XYL Gewöhnliche Differentialgleichung'en hi',llerer Onlnullg, 
8. Lineare homogene Differentialgleichungen mit constanten 
Coefficien ten. 
Als Beispiel betrachten wir die lineHn> homogene Differential-
gleichung: 
(1) rln/J L a1 dx" 
rI iJ 
(f,n----l + rl n f/ 11 :," 
mit constanten Coiifficienten al, ... , {(11' 
Die Lösung dieser Differentialgleichung gelingt durch die Expo-
uentialfunction ;I! = c" x, unter (L eine sogleich niih(,r 7,U hestilllll1endl' 
Constante versülIlden. 
Retzen wir nämlich: 
?J == cl/X, 
m (1) ein, so gewinnen wir: 
rI" il 
d :r 2 
IU:! eIl ,I, ... 
;I! ((Ln + a1 (Ln-1 + ((2 (Ln--2 + .. , + U"-1 (L ,-1- On) == (I. 
Wenn wir demnach (L als Wurzel der algebraischen Gleichullg: 
(:2) (Ln -\-- °1 (Ln-l + ((2 (Ln-2 + ... + U n -1!L -L (/" = 0 
auswählen, so wird ?I = eU x eine Lösung von (1) darstellen. 
Der Einhchheit halber nehmen wir an, dass die Gleichung (:2 ) 
7 {(uter verschiedene VViI1"Ze7n (Lu !L2,' .. , !Ln habe; dann gilt der 
Lehrsatz: Die homogene lineare Diff'crcntial,r;/eiclwn,q (1) mit 
Clms!lll7!cn ('oi'{jicicn!c/I bCHitzt den 11 verschiedenen lr~lJ'zcln !LI .... ,u" 
der alljclmlisl'//(;n (j7cichung (2) cnts}Jrcclwuri die n 1)((rticu7iil'en 1ntc[lmlr: 
U)) . :'h ==-=- CH[x, /1:1 == c tl "2:A:, ••• , ?In === clfn X, 
ill dencil .. ;irh dlls ,,1I11.fICmeine" Intc,ljflll ill der UC,'4a71: 
(4) . 
rlllI'Iitr:lIl. 
.'/ --- (/1 e lllX -+ (12 r1'il' + ... 
~ind ((1' •..• ((n (was hier überall als Voraussetzung gilt) reell. 
so kiinnen complexe Wun:f'ln der Glei('1mng' (2) nach X, 1 1Iur pa<lrweisp 
conjugirt vorkolllTIlen. 
:\Iiigen etwa !L1 und !L~ eonjugirt complex sein: 
!L1 = X + i A, /L2 = % - i A, 
so kann man zur Vermeidung der "complexen" Functionell .111' .'1" 
folgende reelle FUlldionpll an ihre Stelle treten 18 ssen, 
+ 112 
:2 
In ihllell drücken sich die heiden ursprünglich gewählten p"rtinllilrelt 
Integral<, .I1r, ?h so aus: 
(li) iiJ =-ce: fit -I- i .1/2' .112 = ?h - i 11". 
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:':YI. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung. 
9. Lineare nicht-homogene Differentialgleichungen 
ntcr Ordnung. 
')-
-I 
Die Normalform der linearen nicht-homogenen DifferentialgleichuH~' 
11 ter Ordnung ist nach S. 10: 
( 1 ) r/n 11 r/n -1 11 . + P ( ) . d 11 ' • . .. + Pn - 1 (1') " .j- Pa (,1') 11 = (J (J). Il.en 1;1' d ;"n --I I .r 
Die linke :-\eitc dieser Gleichung' bezeichnen wir wie bisher 111,-
gekürzt dlll'ch das Symbol l]:J CIf), so dass rp (J/) = (ti (.1') die gegebene 
Gleichu1lg ist. 
Die WciclulIlg <P (!J) = Ü !,czeiclmen wir als die ZlI J' gegcbcnell 
I Ji/lr'I'!:}11 ill/f/7r:idwJI.'! ydtiiJ'cl/(/c "homogenc" line({re 1JUfc/'cl1tia7qleicJnmil. 
\' on !l'hkrer dl'llken wir 'n solche particuliire Integrale /ft, ?h, ... , /1" 
als Fllnctionell von ;1' hereits berechnet, in denen jedes Integral 
VOll W (11) = () durch 
U) Cl ift l. ('2.1/2 + ... + C" !Jn 
darstellhar ist; cs werden hierhei vor allem elie Gleichungen gelten: 
(H) l/J (/h) = o. l/J (/12) = 0, ... , l/J (.11,,) = o. 
Man setze nUll in (:2) an Stelle der ('1' .... ('" Ji. noch nicht niilwl' 
bestimmte Functionen Cf] Cf) .... , Cf" Cr) von .I eill und versuche mit 
der so entspringenden Fuuction: 
(;1) /I=- Cf, (.i)./Il + q)2(.1)./I" + '" L qJII(.t)'//1l 
von , der Gll'ichung (1) zu genüge11. 
Hierbei hemerkl' mau. das~ lll:lll über die r'lllll'tionl'll q;'l"'" q'II--l 
,,-illkürlich verfügen darf, dann aber illllller noch gJ II so ]'l'Rtimllll'll 
kann, dass .11 rille gewüllschk FUllL'tilln, hier ein 1 ntl'gr:d Hili (1) wird, 
Man kaml die ~al'hlage :lUuh clahin :mssprechl'll, (las, lllall l'ür l1il' 
11 ]o'ulletioI1l'll Cf von vornherein (11 -1) Ikeling1lllgl'1l willkürlich V"!'-
i'l'hreihcn darf. III diesem Sinne ]JestiJJlllH'lI wir, dn ss dip, flll~'l'll dl'l\ 
(/1--1) Gleichungen hestellen sollen: 
I r7 Cf] + .112 rI Cf2 -+ + .11 11 rI Cf 11 O .i/] rI.J' rI.l' rI .I' d ,1ft t7 q'] + r/ /12 rI Cf" + _L d.ll il d !Pli (), .. rff r/, rly rI ,r I r7 ,)' 1/)' (,-, ) 
rfn--2.1h r/ Cf I I r/n-2.1ft cl Cf:! 
... + rfll --" .I/li rI qJ" 11. 
17.1'"-:2 rf :r d :1'"--2 rfx I{ x" 2 rI.I' 
Um die nntl'!' (I) dcfini!'te Fnndioll .I/ III Cl) eim:ufühn'n. hel'C'dnw 
d 11 d211 
11l e ll ., n" h t l' Abl't 0'1'11" Ulltl'!' l?i'II,ksl'I,'ht :ml' " ;,11 ac S I I e ü ('1 nnb l' 1 ,." . . . . , I.X (;i-
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28 XVI. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung. 
die ietzt zur Geltung kommenden Gleichungen (5) findet man folgellile 
Reihe ,on Gleichungen: 
(6) 
y= epj YI + qJ 2 Yz . " + ep" /I,,, 
cly clyfJ 
+ 
rl yz 
-L + 
/{ y" 
epj ep2 ... ep" cl :': ' (/x dx clx I 
(/2 ./f (72 71t 
+ 
r{2 ?h 
+ .L 
11 2 11" 
cl x2 epl cl x" epz cl x 2 epll ({ .(./ ' 
(/n-l,11 dn - 1YI _ dn- 1?Jz I d"-1?11 
(/X,,-1 =epl dxn-1 + ep~ !lxn-I .... +ep" d.(:"-I· 
Hingegen erhält man für die n tc Ableitung (len 2 n-glicdrigt'1l 
Ausdruck: 
(7) f 
~'y 
d x" 
t 
d" .111 (ln ?In rlr, --1 1ft cl ep \ 
epl dxn + .. , + ep" dx" + <ixn- 1 dx + ... 
Zu dieser letzteren Gleichung addire man nun die Gleichungen (G), 
nachdem man sie bezw. mit P" (x), P n - 1 (x), - .. , PI (x) multiplicirt hat; 
es ergiebt sich unter Benutzung der Abkürzung tP (y): 
d"-1ih depl.J 
qJ CI/) = ep\ tP (ilI) + '" + epll tP (.11,,) + (/.'(' iI X,,-1 
(8) 
-I- r{" -1,1/" cl ep" . 
rlx'" 1 Ii.x 
111 Folge VOll Ci3) verschwinuen hier die JI ersten Glieder rechter 
Hand, und es wird demnach ?J in der That eine Lösung der Gleichung 
(]) (/1) = (I (x) darstellen, wenn die Gleichung gilt: 
(~) ) r/"-I?fj liepj -- ,1, 
d.X"-1 r!x d :r" -1 r7.l' 
(2 (I). 
Diese Gleichung reihen wir als nte den (11 - 1) voraufgehenden 
Gleichungen (5) an und besitzen damit ein System eon n G7cic/l1wfJC!1 
(lep\ depz rlq:1I Illit den n 7inear 1!orkolHmenrlcn UnlJc7crmntcn , 
d::r: d:i: d)" 
(I ?h 
wobei di() Coefficienten dieser Gleichungen ?h, ,11" . ... , (I er) 
dx' 
/)(;knJ1.11tc Fmwtiol1cn nm. ;t sind. 
\Vie eingehendere Untersuchungen zeigen, hat die Auflösung dieses 
Gleichungssystems nach cl epj , ... keine Schwierigkeit, und man lernt 
dx 
I· l' \V' cl epl an l leS(' 'I else , 
d .~ 
d epn 1 . 
l as FunctlOucn von x kennen: ( :1' 
.~ 
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(10) 
XYl. Gewöhnliche Ditferentüllg1eichungen höherer Ordnung, :!!) 
cl Cf! , 
I = 1/;, (.i'), ( X 
Die Integration dieser n Gleichungen führt auf folgenden 
Lehrsa tz: Jot daoS all[/clllcinc Intcg/'lll (2) der lIOIJIO[/cileJl DW'(,i'('il-
tialglcic7lUil:1 f1J (!I) = 0 bcrrits bekailNt, 80 kanJl Jilall das ({llgemei1/!' 
Illtegral dei' co/pele/llen JlichlhoillO!ICi/CIl lJUI'erelltial,qlcic7l1t11,l/ (1) durcl! 
11 Ils/iihl'll//!/ 1'11/1 11 (!/l({({rufni'cil ill dei' Gcst({lt berechncn,' 
(11) ./1 ,1/IJ'Ii'I (./) rlr' I ,1/II,j'WII(.I)r!.1 
-1- ('1,111 -f '" + ('11 il". 
j j il'/'{)ci IJei/wlr'il d i" 11' J'/{}/I,'f iOJll!Jl DOn ,I', /cclcltc iII((n IltIS' dCII FIIIICtiOJlI'i/ 
,1/1"'" ,I/li durl'h jJi(li:J'i'ilfi((tiIlJl. nJ/(1 Au/liislln,q con IIlii/carl'il, Ulcic7w)/gclI 
ill, ,I,'/' SI/r:!JI,'1I liI'.:"il'flJ/";cII III'i,,,, ,:u I!creclmcn fwt, 
Die hil'!' entwickelte "\Ut'lÖSUllg' der linearell nichthomogenen Difte-
1'I'ntialgleic1ll111g (1) wird als die "J[ClllOllc dc)' J'({)'iatioll der COilstonfciI" 
bezeichnet, illSOI'l't'!l an Stelle der Constanten C in (2) variabele Grössen 
<;" (.1) ill (·1) treten, Diese Methode iRt VOll Lagrange aufgestellt, 
10. Lösung von Differentialgleichungen durch unendliche 
Reihen. Die hypergeometrische Reihe. 
\VeUll man eine vorgelegte Differentialgleichung nicht durch eillp 
IH'kanllte Function /1 auFlösen kann, w ist. der Yersuch illJgezeigt, eille der 
DiffereutialgleiclllUlg genügende Fundion ,I/ in Gestalt eincr nach Po-
tenzen von x fortscheitenden unendlichen Reihe' VOll einfachclIl Bildullg~­
g'l'setze anzugehcn odc!', wie lll:1n RlIgt, "rlir: DUli'/'i'lilill'rI"'il'!w11f1 0'1'))/;;.11
" 
eil/CI' I!i/C)/(llichen Reilte ,:'n ill tC/JI'il'cil " . 
}\lan setzt hierbei zuniichst die Reihl' hir II III it Hll bl,,:j illllllh '11 
Coüffi ciente1J im: 
( I) 
bereclmct hieraus ,l, /', , ,. und tl'iigt diese Ausrtl'ückl' 111 die geg'P[H'JIC 
Dillercntialgleichung: 
(J) F(r, /1, ,i/, .11", ... ) = (\ 
eIn. 
Die so entspringende Gleichung ellthült nur nuch ,I' uml lllUSS für 
)eden ,y ct'th VOll )' richtig sein. 
Lüsst sich demnach die linke Seite Ilpl' fl'ilglichell Gll'idnlllg sdh~t 
wieder nach Potenzen von .r anordnen, so wird nach einl'lll in rn. 1;; 
genannten Satze jeder einzelne Coi;j'ficicllt dieser Heilw vl'rsch\\'illde!l, 
Man gewinnt. so unclIlllich viele' (fleichuligell zu\' HestillllllUllg' d,,\' 
Coi.q'ficiellten ((0' ((1' ((2' .• ' im AllsHt~e (1). 
Die entspringende Reihe (1) winl iJlJler/II!I/) i1/)'l'o ('OIlI'Ci'!/I'II.:!)I',i)'f:.' 
eine der llilferrntinlgleichung g'>lIügellde Functioll darRtl'llen, -
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30 XVI. Gewöhnliche Differentialgleichungen hühen'r Ordnung'. 
Der vorstehende Ansatz soll nunmehr auf die homogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
(3) d
2 1j cl 11 
.:c(x-I) '~+r(1+u+/3)x-YJ . +(1./3.'/=0 
GI x 2 - il X 
angewandt werden, wobei u, ß, 'Y irgend welche reelle Constauten sinll. 
von denen jedoch die dritte 'Y weder gleich 0 noch gleich einer negativen 
ganzen Zahl sein soll. 
In (3) haben wir einzutragen: 
00 dlf 2: a" xk , 
7c=() 
'" 2: (7c + 2) (I,: + 1) 0),+2,1:
"
, 
k=() 
und es muss alsdann: 
,r(x-I):i: (7c + 2) (" + 1)0); + 2Xk + [(1 + u +- ß)x- yJ.2: (1v + 1 )UI+1JI. 
1;=0 1;=0 
00 
+ u ß 2: Uk xl. = 0 
k=O 
für alle Werthe :1' richtig sein. 
Bei der Anordnung nach ansteigenden Potenzen von x wird lllan 
setzen: 
CD 00 
x
2 :2.: (f.' + 2) (I,: + 1) ClH 2 J/' :2: // (k' - 1) ale' xl.' 
);=0 7f' -~ 
00 
- "\..~ 1.1 (7.1 I) n ./.);' 
--~ Jt, Iv - LIJ/i'. 
7;'-0 
und darf demnäehst den Index nm t-lummationsbuchstalJen 7/ wieder 
unterdrüeken. 
Indem man mit den übrigen Gliedern der vorletzten Gleichung 
iihnlich verführt, lässt sich dieselbe in folgende Gestalt überführell: 
~ [(k + u) ef.' + ß) al. - (I. + I) (7v + y) a" +11 xl; = o. 
k. 0 
Hier mu~s der CoHficient .leder einzelnen Potenz x" verschwinde1J, 
so dass wir mit Rü('ksicht auf die über y gemachte Voraussetzung für 
elie Berechnung der u,.. folgende Recursionsformel gewmnen: 
(4) _ (ul f.') (ß + ") 
• (1,/, f 1- [LI,' (1v + 1) (1' + I,:)' 
Seb\t man no<;h (10 1, so sind alle weiteren ([),: auf Grund von 
U) eindeutig bestimmt. 
Für den (~uotienten zweier auf einn.nder folgender Glieder u),,_! 
unel 1t,.. unserer Reihe finden wir: 
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XVI. Gewölll1liche Differentialgleichungen höherer Ordnnng. 3 J 
u 
+ P 1 -'-- 1 
11/ .. ~ 1 I" 7, X 
1 I' 
, 
/(/ .. 
1 L f. I,' 
woraus wir weite!' sehliesseIl : 
I 11/. ! 1 I i }}/ . ~ =1 )'1· 
Ihs Cotlvergellzini(')'vall (vt'rgl. \'11, :)) der 'Thalh~l\('n Reihe ist ~o!llit 
(lurch - I· .1' < I- I gl'g"!)('tl. 
Lehrsatz: /Jil' !tuJI(lUle/lI' lilll'(U'I' J)i()'I'1'('/ililll'lll'il'l//UUI (:;) /(i.,,,1 
I'NlI/rifF' ,/1'1' IIJII'J/,lIil'lleJI !.'I'illl': 
(!- • tJ (t ((J., + I). f:l ({'J 1 ) 
.'1 --: I 1-- - ,I' ,I'~ 
. I. I' 1.:2.)' ()' 1) 
+ u (u ~ .1~ ~~ .Ir~;'~ ~~ ~ 1~ ~; + :2) .,: ! 
lIutliiocn. d. 71, die !llIrc!t diese Po!clI.:Tcilll; illllcrlta7b ihrc.' ('OJ/I'eJ"f/CII.:-
iJl!erca77s - 1 <- J' < + 1 de.linirtc Function :itellt ein jiw·ticu7!irc" 
integra7 dcr Ditt'el'elltia7g7cichltnfl (3) dar. -
Die in (5) gewonnene unendliche Reihe heisst die "hjlpCi'!leoJ!!('-
Irische Reihe"; sie wurde zuerst von Gau B s ausführlich untersucht 
und wird nach ihm abgekürzt durch das Symbol F (u, {j, {; x) bezeichnet. 
Durch geeignete specielle Auswahlen der u, ß, {' kalll1 man in 
F (u, 13, {; x) zahlreiche besolldere Fnnctionen, insbesondere auch elemen-
tare wiedergewinnen. 
~o liefert z. B. F (1, J, 2; .1) mit dem F'l('tor :r versehen die aus 
VII, 11 bekannte LogarithlllUsreihe: 
709 Cl -~ x) -.1' F(l, 1,2; er). 
Für u -== - JJ/, f:l -=- i' - J gelangell wir ntleh Zeichenwechse1 
VOll .( zur Binomialreihe (vl'rgl. VII, I:!): 
(1 -+- .• )'" -----:: j"(--JJl, J, 1: ~:r). 
P(1/2' 1 ; .(2) ergiebt, mit dell] Factol' J' versehe1l, llach kurzer 
Zwischellrcchllung die in YII, I,) aufgestellte Ueihe der Fuudioll 
I( J'C ~iJl J': 
lire ~i)/ .I' =::r P(l 2, 1 2, :: 2; .r~). 
Betrachten WIr etwa endlich 110eh F ( JJI. 1, 1; .::..) für cill unend-
)JI 
lieh waehsende~ JlI. 1>er Grenzübergang führt ZUl' Exponentialreihe. 
die in vn. 9 aul'gestellt wUl'ile: 
",. =- lim F(Ii/, 1, J; "'). 
1iI-= J), })I 
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XVII. Capitel. 
Andeutungen tiber Difl'el'elltial~'leidlllll!!;CII mi1 
mehr als zwei VUl'iabelclI. 
1. Systeme simultaner Differentialgleichungen mit einer 
unabhängigen Variabelen. 
Es seien .1', -'I, .e \Irei reelle Y,triahekn, ,lI-n>11 ersjp nllithhiingi,~ ,;ci, 
während !J und ,;' von .1' alJbiingen sollen. 
Zur näheren Bestimmung Ilieser Abhiingigh>it ,.;ollen zwei C<lei-
cbungen: 
I }'t Cr, dy 
(tz d" ,11 
.)= !/ , ,z:, (/;i' , d:r cl .1'2' 0, (1) 
\ F2(C, rI ,1/ cl.:' (/2,1/ .) !I, ,- , dx , (/.1,' d .1'2' - . () 
vorgelegt sein, in denen neben x, ,1J, Z !toch die Ahleitungen von !J und 
.2' nach x bis zu einer gewissen Ordnung vorkommen mägen. 
Erklärung: J[(()I S(t,rlt. rlttrch (1) sei ein System "simltlt(mCr" 
Dijf'erential[/icic/wn[/Cil mit eine/' IwaIJhiin[/if/f]n Y!l/'i((belen x und zwei 
ilcsuc/dcn FUllctiollcli !I, .: (/er/ebcH: dabei soll dir: AJlwhl der Gieicllllllf/Cil 
mit det:iclliqcn rler [v'mehten Fnncti())u:n [Ileich seiil. 
Dio in den IJeirlen voraufgehonden Gapiteln eriirtorton DerilJitiollen 
ulld Grundprohlenl(: wird Illan hior leicht ühortrag"ll. 
Dip höchste vorkommende Ordnung ('iner Alileitu11g liPl'ert <li" 
{}I'dmtilfl des Syste/JIs .,imuliancr DWi!reJlli((ltjlciclI/UI[!cll. 
Liegt inshesollClere die erste Ordnung vor, so könnell wir durdl 
. cl 1/ rI ,; 
Auflösung der heiden GleIchungen nach " das S,vstem i Il die (I Y: rlJ.' 
?iI ormalgestalt 
(2) 
setzen: 
d.l/ , 
= (, I (:J:, .11, ,?), d:r 
rl.Z 
cl 
Die heiden Fuudiouen: 
!J =: fl (:x), .: == J" (x) 
stellen ein [.iiiillllf/s;;,1ISicm orfe/' ein System 1:01/ Illfcg/'ulcll deI' &Icicluw!/cn 
Cl) vor, falls 
F[ I)",.t~ (:r), J2 (x), J/ (x), .t~' (:X;), ••. 1 ~ u. 
I'~ 1.1',.1; (x), /'1 (:r),.// (X), /~' Cr), , .. 1 =-= () 
zugleiC'h III .I' identiRche Gleichungen sind. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043172
XYlI, Differentialgleichungen mit mehl' nls ><wei Vnl'iabelen, 
Die in XV, r) befolgte geometrische Methode, die Existem von 
Integralen einer Gleichung F (x, !I, /) = 0 anschaulich /:u machen, 
lässt sich auf den Fall der Gleichungen (2) von der ersten Ordnung 
sofort ühertragen. 
Deutet mall ;r . .11, .< als rechtwinklige Hanmcoordinaten und denkt 
einen rüumlichen Bereich eingegrenzt in dem (; I (.l', 11. ,:) und (;2 (.1', !I, z) 
eindeutige stetige Fnnctionen sind, so gpht durch jeden Punkt diesrs 
Bereiches ein rlurch die Differentialgleichung selbst, nümlich durch: 
(4) d,)' : rl,l/ : cl: ---= 1 : (;1 (,I. il· ,:) : (;7 (.1', il, z) 
eintleutig hestimmtes Curvellelement hindurch; und alle diese Elemente 
werden eine Schaar Ton .::lccij'acll wlc/lellich Ticlcu Jllfc.!Jmlclll'l'cn des 
8.11SfcIIIs (.'l) /:usarnrnenseben. 
Stellen wir diese Schmu zunächst durch zwei Gleichungen: 
(,-,) .flI (.r. ?J, ,:. (\, 07 ) =-: 0, .!J7 (x, 7/, .2', ('I' ( 7 ) = 0 
(lar, so würde die Auflösung diesel' Gleichungen explicite das System 
der Integrale: 
(6) 
kennen lehren; WIe man sieht, bleiben hier :zn'ci ('()}lsfantcli willkürlich 
wählbar. -
Diese kurzen Andeutungen llliigrll am folgenden Beispiel(; crliilltert 
werden: 
(7) d !I dJ' ---:-:: /I -1--
17 ;; 
d:r = /I - .Z', 
Um dieses ~ystPJll "illlllltaner niffercntialgleichul1~'eII /:u lüsen. 
bel'pchne Illan aus der erstell Uleichllng: 
(.'-') rI 11 "- . -li 
.. - rI,i' , • 
rI ,:. 
r! ;l' 
,I~ lJ 
" ,I:~ 
d,ll 
d.f 
,I ,~ 
Substitnirt lllan diesE' Wertlw t'ür ,:' un<1 ,1,1 111 (lie zweite (;lei-
clllllJg (7), so t'olgt: 
,,~ .11 
- :.l .1/ =-: O. 
rI )'2 
Diese lineare homogene Differentialgleichnng /:wciter ()rdnullg 
kann nach XYI, 8 sofort gelöst werden. Xach Berechnullg des allgemrinen 
Integrals ,1/ findet mall Z' vprmöge der ersten Gleichung (8): 
.11 (' I C'~V2 + (' C-"'Y2 :2 • V- To , \ -1'\ 1 + ( '7 (I ---1-- V2) q (- ,) ) I"" - " ...J 'J : 
Endlich möge der Allsnt/: (1) noch l'ür mehr als drei Yariahl'len 
formulirt wrrelen, 
Sind :r, .1/), .l/~, ., .. .11" Yarialwlcll, von denen die erste nnabhü11!.6g 
sei, wührend die 11 letzten yon :r abhiillgell solle'lI, so miige diese Ab-
hiingigkeit dm'ch n Glpiehungell: 
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;)4 XVII. Differelltialg'leicltullgen mit mehr als z\\'"i Y'lrialJel"I1. 
PI (x, //". I/I" , " ... ) 1) • .Ih, 0." .. " ,1/". l/j 
(~ ) 
}ln CI', !h, ... , i/,,· .'11 , , . '" , .'/11 . ih " ... ) () 
11.'/1 
näher festgelegt sein; hierbei ist zur Al)kürzung .'// . . ,. fiir 
rlx 
g'eseht. 
Erkliirung: JIlln .'wyt, rlttrch (tl) sei ein S.ll~Ir;m ,/:,,)/ )/ ... -;;111/11-
f(men" DUfcrcntialg7eichungcn mit einer ImalJhiinrjir/cn Vl/riulJeleil ./' 11)/11 
1I gesllc1den FUJ1r:f iOllen /h, ... , /In gegeben. 
Die weiter sich hier anschliessendell Defillitiollen uJI(l 1'1'01>1('111-
stellungen sind denjenigen des Falles n -.,- :.! analo/.!'. 
2. Partielle Differentialgleichungen mit einer 
gesuchten Function. 
Von den drei Yariabelell x, /J, z seien jetzt die heiden erstell Ull-
abhängig, während z von X und i/ ahhiingig sein soll. 
Es sei eine Gleichung vorgelegt: 
( 1 ) ( 
0 z 
F x, !f, .Z', 0 x' 
OZ 
'0 ?J' 
I TI welcher neben :X, iJ, noch die partiellen Ahleitungen 
(,8 ;: 
.. , ... auftreten. (" ,r;2 
cx' 
cz 
7;-,11 ' 
Erkliirung: Die Ulr:ic7wn.1J (l) bez'cidowf 1)/(tU a78 eiu!; 7lorti!'lIe 
nW'ercl/tialylciclilfn!/ 'IIIil ,':I/,ei tmalJltiii1.'1i.'lw VarialJc7cn x, l! wul 6)/1'/' 
.I!",-;w'i/fcn Fltlldio)! 2'. 
Man spricht VOll eine)' partiellen Differclltialg1eicllUl1g' )/le1' .: (Jn/-
11 /l1l!!,', falls n r1ie höchste vorkoilllllewle ()1'r1llung einer Ableitung i,t. 
Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung wircl clCnll1HCh 
gegeben sem durch: 
(2) ( 
c).: 
F x, y. ,:, , (;X 
'(1 c') ) .. ;-:- = o. ( i/ 
Ist diu linke Seite von (1) 1II ,:' und den Ableitungell von ,: mtional 
11)\(1 g';lI17" so lH'zeichnet nUill (Ee Sllltllt1e (101' Exponellten von ( ,: 
(; :r 
: ,:1' '" im ein7,e!noll (:liede als dell ,: (;'md" dieses Gliedes und spricht 
von einer lJijl'r:J'I')di(J/[j/ei1kltJli/ mlOt U flllle.';, ralls )Jl der hiichsb: VOl'-
k()]llll)(md(~ Grad ein('s Gliodus ist. 
Eine partielle Differentialgleichung, die 7 i IICltr und von asl Cl' ()rd-
1I1lng ist, Jiisst sich hiernach auf die Uestalt. bringen: 
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XViI. Differentialg-leichl111gcll mit m~hr als zwei Yariallelt'll. 
" " 
, C."', O,z' , 
1, 1 (x, 1/) ,', + 1, 2 (r,l/) n + 1'; (X,I/) ,: 
'ex ' c 71 ,. (3) 
wo die F beliebige Functionen von x und ,11 tiind, 
"ViI' werden jetzt weiter sagen, die Function ,,' = .I (:I', /1) sh,lI" 
eille Lijs~(J1g oder ein Jlltcgml der Durcrci1tialgleicllllll,rt ( 1) \'01', 1',1Ils di,· 
Einführung von ;2' = f (x, V), (~: =.t~ (x, y), ... iu (1) eine ir/eilt i,r1/1 . 
ux 
d. i. fitr alle lVcrthcpW/J'c :1'. ,11 bcstchc)l(lc Uleil'hlw[1 liefert. 
Hier treffen wir aber weit complicirtere Verhältnisse, 'I'ie wir an 
dem Beispiele einer beim integrirelllleu Factor oben aufgetreten Pli 
partipllen Differentialgleichung dartlmn wollen. 
Tu der Thnt subsumirt sich jn unter den Allsatz (3) die in XY. 
l± unter (1) angegebene pnrtielle DiHcrentinlgleichung für die dasellJst 
mit 11 (x, !J) bezeichnete Fuuction. 
Aus XY, 12 geht hervor. dass, wenn 11 (x, 71) eill "particuläre," 
Integral jener Gleichung ist. nuch jede Function: 
(4) ,U t (x, iJ) = Il (x, !I) X 11/ (x, ,1/)1 
der Diffel'entialglt'ichung geuügt; hiCl'lJci war 7, (.r, /1) eine !( (,I', ,1il ZIl-
gehörige, durch Quadraturen zu hercclmell(lc lwstilllllltp Func1 iO!l. 
wiihrcild X eine fliillz7ich /l'ill/.'iirliclt ,ciih71}(/rc FUlldion hcden1d. 
UelJerdics W<lr jede deI' fraglichen llilYcrell1ialgleiehung g<'lIiig"ll'j.. 
Funetion in d,'r (; etiblt. (on dars1 ellb<l r. 
1111 AU!5dmc/: de" ,,((fi'll'meiJl!')!'; lll!e(!ra/.' I(}ISCI'('/' !,,(rti"/!I')) !Ji!/I-
rCJI!iu!.lllei!'/cwuI ist !I,'III/Im", Jlo!'/, l'iJ/I' "wi/l/:iir!iI", .:/1 1I'11h/I'Jlr/,. FIIJ/di"II" 
(')!! "((.!te)!. 
\\"18 an dil'seJll Beispiel im "'peeiell"11 1<'<111" III'\'\'ortraL i~l eill ;111-
gelueiller ~lIt~. Das Analogon dl,l' willkiirliehell ,,( 'ollstankn" IJ('i .1"11 
gewöhnlichen llitrl'rclltinlglcil'lnmg'l'n ist hier bpi .1"11 l'arl iellen di" 
wi7l1:iirl ic/ic "F/I )/I't iOJl ';, w('lehe im .\ usdru .. k ü,'s allgPIIII'iJlI'1! [lItegT:l l~ 
enthalten ist. -
Es ist hier llieht ,ln ()rt, dictic (;egenstii.nde weit"l' zu nrt'olg"11. 
Hinzugdügt sei nur lloch die Angabe, d'lss die parti('lll'1! llifferenti,LJ-
gleichungen z\\'eiter ()rdmmg in der 1Hedmnik unll theoretischen ['hYtiil, 
eille 1'Ullclalllentnle Holle spiele II ; so tritt z. B. die Gleichu1!g: 
111 (leI' Theorie (leI' \Yiinn..!,'ituug, die (;Icichung: 
hei der lintel'sllCllllug der Schwingullg"'l1 g'l'sp:I 11111 ('1' :-;nit.'II. di" 
(';'Iciehung: 
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36 XVII. DifferentialgleicllLmgen mit mehr als zwei VariRbelelJ. 
aZf.: 02.: 
- -t-- =0 C :c i . 0 y2 
m uer l'otentialtheorie auf. -
U ebrigens wird es keine Schwierigkeit machen, den Ansatz (1) 
auf partielle Differentia7gleichungen mit beliebi!/ {ie7en IIIUlUhiii/gi.WIi 
Variabe7enund einer gesuchten Fundion zu verallgemeinern. 
Die Hereinnahme der Ansätze von Kr. 1 würde noch ehvas all-
gemeiner auf Systeme ~"01~ n sirmdtanen partiel7en DUfereillia7g7cil-!illi/ l/cll 
mit 1ft unaUhün[jigen Variabclen 701(l J1 gesuchten Fune/ionen führCll. 
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